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Représentation du milieu poreux
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Description lagrangienne par rapport au
squelette

o(X.H)

e Le mouvement :

squelette : (X,t) — z = (X, 1) f=z—-X

fluide : (X,0) — Up=UpX.t)  (Gf#v41)

o Déformations du squelette (H.P.P.) : ¢ = 5(V¢£ 4 tV¢)



Porosités lagrangienne et eulerienne

pore pore
dS23\ d$28 — d2f | dY F=YVo
solide solide
d2g dS2;
dQ = dQF + d}
d2V
lagrangienne) ¢ = —L
e (lagrang ) ¢ TR
. d2y o
e (eulerienne) n = —% ¢ =detFn (pour mémoire)

a2,



Lien avec la déformation du constituant
solide

A2 — d2g

On pose €5 = oY O |a variation de volume du constituant solide.
0

D'autre part d2; = dQ2§ + d2V avec dQ2F = ¢d2g. On trouve

tre = (1 — ¢g)es + 66

Si le constituant solide est incompressible ou si €5 est négligeable devant
dop, alors

tre = 09



Conservation de la masse fluide

Soit m¢(X,t)dS2g la masse fluide contenue a I'instant ¢ dans dS2;.

my = ¢p p = masse volumique (vraie) du fluide

La conservation de la masse fluide s'écrit donc: Z—“Z(mf(g, t)d2p) = O,
Soit

Gmf )
— + div(imsur) =0
Ot ( ir)

ou ur = Ufp — Us est la vitesse relative du fluide par rapport au squelette.

w - nda est le débit de masse fluide a travers la surface matérielle de
squelette da orientée suivant |la normale n.



Loi de Darcy (1856)

On peut montrer que la dissipation due au transport du fluide (inégalité
de Clausius-Duhem) prend la forme :

w

J‘X:;'(—@—Fpi)ZO

D'apres |la théorie linéaire des processus irréversibles on peut relier linéairement
le flux et la force sous la forme :

% = k(=Vp + pf)

k est appellée la perméabilité. Son unité est L2T~1Pa=1. On définit
aussi souvent la permeéabilité hydraulique k;, = pgk dont lI'unité est LT—1

Plus généralement dans un milieu anisotrope on a : =g k-(=Vp+ pf).
p = v J

k est un tenseur du second ordre symetrique défini positif (ou une matrice
de composante k;;).



Interprétation de % - (=Vp+pf) >0

Dans un fluide parfait incompressible en régime permanent, la charge
hydraulique

h=p+pgz+ (5pV?)

N——
~0
est constante le long des lignes de courant. Dans un fluide visqueux il y
a perte de charge ce qui signifie que
df , 1

—h=Vh-ur <0 ie. (—Vp+e) u<O
dt pg— T
Les expériences effectuées par Darcy a partir de 1854 (dans la cour de
I"'hdpital de Dijon) ont montré que le vecteur ¢u est proportionnel au
gradient de la charge hydraulique:
kn
—(—=Vp — pgez)
Pg

k;, est la perméabilité hydraulique du milieu poreux (k;, > 0 en m/s).

du = —k,Vh =



Permeéabilité intrinseque

Afin de rendre compte de la viscosité du fluide, appliguons une analyse
dimensionnelle. Ecrivons

J:f(X7:u7£7 ¢7 )
géomeétrie
J | X | uw |l o /
L 1 | -2/-1]11(0]| O
M| O 1 1 10|0] O
T (-11-2|-1]010]| O

A partir de J, X, u et £ on ne peut former qu'un nombre sans dimension
: )‘(]—52. LLa relation précédente prend alors nécessairement la forme :

J

s =X(@)

ce qui montre que

X8y i
0 0



Tenseur des contraintes

e totales : Le vecteur contrainte ¢ -n = T s'applique sur le solide ET
le fluide.

divg + (ms +my)g = msys + mygyy

e partielles : T est la somme de deux forces, T's et If, qui s'exercent
respectivement sur le squelette et sur le fluide.

T's=o0s-n T'y=0or-n o=0s+ gy

et
dngs+msg+Qf—>s = MsYs
divgy +msg + as—y = myy
Qf—>3+@s—>f = 0

ar_,s = force d’interaction solide-fluide.
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Interprétation de o

Résultat de I'homogénéisation

= o
&-«\ — ng
5(Z,t) di2 JdQ
) (? R

ceci suggere alors
1 ~
- / 5d5)
de_

IS
|

=




Forme de g

Pour les fluides Newtoniens (incompressibles), on a:
2ud

c=-pl+7T avec T
on a donc une idée assez précise de g
orf = —¢pl + ¢z avec p=<p>4o, I=

On peut montrer que

_ Y ~
Izl = £ < |12l >ae, ’

L = longueur caractéristique de la structure -
¢ = longueur caractéristique des pores

(car < Vi >q0,= V(<4 >40,) = O(%))

On peut donc supposer que = =0, i.e.

g = —¢pl ‘

)
1

SN



Interprétation de la lol de Darcy

L'équation de la dynamique pour le milieu fluide s’écrit compte tenu de
af = —¢pl:

ce qui montre que la force d’'interaction Qs f est la somme de deux
termes

as_.f =pVo—d(—Vp+ p(g—y))

~~

I

—1lw_ —1lw
k ’p—ﬂéint'p

qui peuvent s’identifier terme a terme a la composante de pression et a
la composante visqueuse

0y s = [ —pAda+2u | d-7ida

La loi de Darcy est donc en quelque sorte une modélisation de la force
d'interaction visqueuse.



Illustration sur I'exemple d’une conduite

+ duki g

Zint .

l

|
MSQ > Ir
o

La perméabilité intrinseque, kjnt (m?)
au carre.

BlE

S1

af_s = p(s1—s2)

. caractérise la dimension des pores



T hermodynamique
systemes homogenes fermes

e Premier et deuxiéme principes : | dE = §W + 6Q dsS > 5762

L'énergie interne E et |'entropie S sont des fonctions d’état du
systeme dans le sens qu’elles ne dépendent pas de la maniere dont le
systeme a été préparé. Elles dépendent de propriétés qui déterminent
I'’état actuel du systéme : les variables d’état. E et S sont des pro-
priétés extensives.

e Inégalité fondamentale de Clausius-Duhem (W =FE —-T'S) :

dV < oW — SdT




Application aux fluides

Pour une masse M (arbitraire, M = 1) de fluide visqueux, les deux
premiers principes impliqguent |I'égalité suivante :

d(Mb) = —pd (%) ~ MsdT  (6W > —pd (%))

ou 1) est I’énergie libre spécifique (i.e. par unité de masse). C'est une
fonction de 1 (et T).

De méme |'enthalpie libre spécifique | g = ¢ + 2 | (ou énergie de Gibbs)

est une fonction de p:

d
dg——p—sdT

p
Pour un gaz parfait g = gog + RTln (M — masse molaire).



Equation d’état du fluide (T = cste)
L’équation d’'état du fluide s'écrit :
.= (o)
P Op T

Pour un liquide faiblement compressible on obtient en linéarisant

pP—pP0 _ P—PO

PO Ky
Kf = module de compression du fluide.




Gazs

e Pour un gaz parfait : g = go+%ln (p%)

e Pour un gaz réel : g = gp -l-%ln (pio) f = fugacité

Attraction Répulsion

(f <p) - (f>p)

[
P

Interactions attractives :
9 < gparfait (f <p)

Gaz
parfait

\

Interactions répulsives :
g > YGparfait (f >p)

-

Energie de Gibbs, g

Pression, p



Le VER de milieu poreux est un systeme
thermodynamique ouvert

vide __Jiquide — i




Thermodynamique (suite)

geneéralisation aux systemes ouverts

e Premier principe :

dE = dEo —|— efdmf

dEg = 0Wegt +

e Second principe : dS > %Q -+ sfdmf

5Wf

+0Q

dmf
O

e Inégalité fondamentale de Clausius-Duhem (T = cste) :

AW < SW + Swp + 9 pdmy



Le potentiel chimique

e Cas d'un systéme idéal (pas de forces d'interactions solide-liquide) :

dmf
5Wf = p——
0

on a dW < We 4 (¢pr 4 ]—j) dm
N p_

Ve

gf

e Cas général (interaction électrostatique, etc...) on pose

pr = potentiel chimique

Inégalité fondamentale de Clausius-Duhem : | dW < §Wext + ppdm s




Application a un VER de milieu poreux

Application au VER du milieu poreux :

AW < SWet 4 1 rdm g

SWert =g 1 d

lig)

Application au fluide seul contenu dans le VER :

d(msy) = —pdp + grdmy

Pas d’'interaction solide-liquide :

(W > —pdg)

Hf — 9gf

Appellons Vg =WV — mf¢f d'ou :

dWs < g : de + pd¢




Energie libre du squelette solide
\VS =V — mf¢f

Bilan d'énergie libre du squelette solide :

dWs < g : de + pd¢

W

En réversible on a :
dWVs = o : de + pdo

W, est donc une fonction d’'état du squelette, fonction de (e, ¢). Les
équations d’'état s’'écrivent:

(%) (5)
o= p =
O¢ ) ¢ 99 ) e

Elles expriment les lois de comportement poroélastique du squelette
solide.



Poroélasticité

Maurice Anthony Biot (1905 - 1985)

M.A. Biot, General theory of three-dimensional consolidation,
Journal of Applied Physics 12, 155-164 (1941)



Le comportement poroélastique géneéeral

g = p =
B % /g 9% /¢

peuvent s’écrire autrement en introduisant le potentiel Gs = W5 — po

fonction de (e, p) :
Q — ¢ — =
= Oe » op ¢

Les lois détat




différentions ces équations:

do = Co(e,p) 1 de — B(g,p)dp
B

dp = DB(e,p) :de+ N(e,p)dp
avecC
2 2 2
CO:(?GS Q:_aGs N=_8Gs
=  Oele — Oedp Op2

les symétries habituelles
Coz'jkl — Cojz'kl — Coz'jlk — Coklz'j Bi; = Bjj
et
aCOz’jkl . 8Bz-j 8Bz-j __ON

Op __8ekl Op _8?;{1




Signification physique des coefficients

Lors d’'évolutions drainées i.e. p=0 on a

do =

[l

L de dp =B :d

[T

- tenseur d’'élasticité drainé

[
i3

Lors d’évolutions isochores e = 0 on a

do = —Bdp d¢ = Ndp

tenseur de Biot (sans dimension)

[
flsv

e N: mesure la “compressibilité’ des pores (Pa_l)



Poroélasticité isotrope linéaire

L'isotropie implique I'absence de direction privilégiée : W(Iq, I, 13,0).
La linéarité permet de ne retenir qu'un développement de W au second
ordre en e et ¢ = ¢ — ¢g. On obtient

g = Aotrel+ 2pue—bpl
o, btre + Np

e )\, est le coefficient de Lamé drainé

e b est le coefficient de Biot

On voit que le comportement déviatoriqgue n’est pas affecté par la pres-
sion du fluide

5= 2p

1

e 1 est le module de cisaillement du milieu poreux qu'’il soit sec ou
saturé



Le module de Biot

En plus des H.P.P. on considéere I'hypothése suivante :

o — poll/po K 1

Expérimentalement il est plus facile de mesurer les variations de masse
fluide 5mf que les variations de porosité 6¢. La relation entre ces deux
variations est donnée par

dm = pode + ¢odp = po(btre + (N + ;2) p)

\ 7
Vv
1

M
ou Kf est le module de compression du fluide. M est appelé le module
de Biot.

1 ®0
v TR,



Principe de détermination expérimentale des
coefficients Ao, u, b, M

Il repose sur des expériences de chargement triaxiaux drainés (p = 0) et
non drainés (émy = 0).

of
1. Chargement déviatorique l
or —orr = 2uler —€gy) orf — 077
2. Compression isotrope drainée (o7 = o557 = oyy71) ‘
o
o = Ko(er+err+erg) Ky = M + 24 I
édmy = pob(er + err + €rr1) 3
K, = Module de compression drainé
3. Compression isotrope non drainée
p = —Mb(er+ e+ e€rr1) = —Bsoy s =42
or = Kuler + €1+ €q17) Ky = Ko+ Mb?

Bs = coef. de Skempton K, = Module de compression non drainé



Hypothese des contraintes effectives
(Terzaghi)

Supposons que dans les évolutions considérées du matériaux, la déformation
volumique du constituant solide (es) soit négligeable devant la variation
de la porosité 6¢. On sait alors que

tre = 9¢
Or dans le cas général on a vu que

d¢ = B(e,p) : de + N(g,p)dp

Cela implique alors que

[isv
]
=
Z
]
@)

et
d(c +pl) = Co(e) : de



Cas d’une matrice élastique isotrope linéaire
microscopiquement homogene
bet N 7?

Chargement isotrope

Oj5 = —Dojj
5
U
_ 1 _ K, __b=¢ 1 _ b—¢g , &
b=1-% N="7g" ="K, Tk




Le calcaire de Tavel

M. Bouteca and Y. Guéguen, Mechanical Properties of Rocks: Pore Pressure and
Scale Effects, Oil & Gas Science and Technology - Rev. IFP, vol. 54, No. 6, pp.
703-714 (1999)
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Résolution de problemes aux limites



Structure d’'un probleme poroélastique

Nature Formulation Nb. d’'inc. | Nb. d’'equ.
Conservation de Omy — _divw 4 (my,w) 1
la masse fluide ot — T
Equation dive + (ms + my,)g = 0 6 (o) 3
d’'équilibre - = =
g = Aotrel+2puc—bpl

Poroélasticité . 7 (&,p) 7

) = btr —

my po(btre + M)
Loi de Darcy w = pok - (—Vp + pog) 0 3
Compatibilité e =1(VE+1VY) 3 () 6

total 20 20




{

Conditions aux limites

Mécanique

¢ = ¢4

(Se,)

oijn; =T (St,)

51, U S,
ST, N S,

Hydraulique

w-n=w? (Sw)

p=p" (Sp)
Sp M Sw — @



Conditions initiales
On suppose I'équilibre mécanique et hydraulique a t = 0.

o=g0,Pp=po;,P=p0;E=0,0=¢0,;, w=0

|
o

—Vpo+pog = O



T heéoreme de superposition

La solution du probleme est symbolisé par S(t) = (a,p,§, ms,w)(t). Le
chargement I'est par C(t) = (Tid,pd,ﬁgi,w}l,g)(t). La linéarité du probleme
s'exprime par |la linéarité de |'application

{C@t); <t} — S(1)
Alors si
Ci— &1 et Co — So
alors

A1C1 4+ AoCo — A1S1 + A0S0



Méthode de résolution directe en (&, p)

On postule une forme (paramétrée) des champs £(z,t) et p(z,t). On cal-
cule e(z,t) puis a(z,t), 5mf(§, t) et w(z,t) par les lois de comportement.

On tente de satisfaire |I'équation d’'équilibre, I'équation de conservation
de la masse fluide et les conditions aux limites.



Probleme a court terme

Supposons que le chargement soit discontinu a t =20

C(0T) %0
Alors la solution S(01) est telle que

t
Jim om (1) = t"—%/o —divw(r)dr = 0

car w(x,7) est fini du fait de la viscosité du fluide. Donc 5mf(0+) =0
la réponse est non drainée. En conséguence

( diva + (ms +my,)g(01) =0
g = Aulrel + 2pue

03N = Tzd(O"‘) sur STi

& = fzd<0+) sur S&L

La solution en (g, &) est
indépendante des données
hydrauliques.

\

e probleme mécanique a court terme est découplé du probleme
hydraulique

Mais p(01) = —Mbtre (en général ne respecte pas les C.L.).



Probleme a long terme

Supposons que
t—o00

Alors la solution correspondante Sy = tlim S(t) est telle que
— 0

Le probéme hydraulique est
iIndépendant des données

{ divw = 0
Mmécaniques

w = pok - (=Vp(oo) + pog(o0))

e probleme hydraulique a long terme est découplé du probléeme
meécanique

Le probleme mécanique dépend en revanche de la réponse hydraulique
[ divg 4 (ms + my,)g(co) =0

g = Xotrel 4+ 2pe — bp(oco)1

Oi5M5 = Tzd(oo) sur STi

& = £4(c0) sur S,

\



Remarque

La solution stationnaire n’existe que si les conditions aux limites hy-
drauligues sont compatibles avec

w-nda =20



Processus et temps caractéristique de
diffusion

On obtient une équation différentielle (de type Navier) sur £ et p en
reportant la loi de comportement poroélastique

o = Aotrel + 2pe — bpl
dans I'équation d’'équilibre, soit
MoVe + 2udive —bVp =0 (e = tre)
En appliquant I'opérateur div, on obtient
(Ao + 2u)Ae =bAp

d’'ou successivement

AGmg) = pos TR O = do+ M)
(0
et
a(6m. r) Ao + 24
4 = = kM
5 cmA((Smf) (ecm =k N+ Q/L)



suite ...

A cette équation de diffusion est associé un temps caractéristique de
diffusion

L2
T = —
Cm
ou L est une longueur caractéristigue du probleme. Le temps car-
actéristique T caractérise la période de transition entre le probleme a

court terme et le probleme a long terme. Ainsi on a

t<L T t = O(T) t> T
0 | | t
solution du solution du solution du
probleme probléme probléme

a court terme transitoire a long terme



Exemples



Exemple 1 : consolidation d’une couche

s
o-n=-QH(t)e; ; p=0
0l P bbb bbb bbb bbb e 0 =gg+da(z,1)
e p = po + dp(z,t)
o £ =¢&(2,1)e
'|-50'zz:—Q
_pl

rigide et imperméable

e Instantanément a t =0T, ém(0T) =0 :

502,2

0T = —Mb
A+ 2M p(z ) f,z

£,2(27 O_I_) —




Exemple 1 suite ...

e Puis :
2
% _ .07 Lon=Lnn=0 pot)y= 21
ot D2z2 0z Ay + 2
tassement s(t) = —£(0,1)
° 1 . . . .
‘\ 0.9 1
-0.2 \‘\ 0.8 |
0.7 ]
4T =01y 0.6 |
N ¢ =025 v 0.5 |
20.6 | \‘-\_ t = 0.5 i 0.4 .
| | | 0.3 ]
0 | t=1 [ 0.2 ]
| | 0.1 1
., . . . . 0 ' ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.5 1 1.5 2 2.5



Exemple 1 suite ...

Charge instantanée i Décharge infiniment lente

o :a

energie mécanique appliquée
: énergie élastique stockée

S0 Soo



Milieu Infini et champ de déplacements
irrotationnels

L'équation d’équilibre impliqgue (Ao + 2u)e = bp. D'ou
Op

— = cn A
ot =P

Par exemple en cylindrique :

op 10 ( 8p)
— — Cm— T
ot ror \ Or




Exemple 2 : creusement d’un puits

Op _ . 10 (,.0p
ot — “myor <TW>
C.L. p(a,t) =0

C.I. p(r,0) = po
p(t) = a4+ +/emt : rayon caractéristique.

e pour r < p(t) :
solution a long terme
p(r,t) =0

e pour r > p(t) :
solution a court terme :
émy(r,t) =0




Exemple 2 suite

p(t) = 2,3,5,11, 21, 41, 101 (m

“"pressi on

~ depl acenent

5 10 15 20

r/a

25

30

e pour r K p(t) :

e pour r > p(t) :

£ =

a(t)

p=20
3G ¢
5mf=O



