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1 Introduction

Initi�e par les travaux de M. A. Biot ([4], [5], [6], [7]) la formulation macro-
scopique des lois de comportement des mat�eriaux satur�es d�eformables re-
pose aujourd'hui sur des concepts g�en�eraux bien �etablis. La th�eorie de la
poro�elasticit�e de M. A. Biot est la th�eorie de r�ef�erence sur laquelle tous les
chercheurs se fondent aujourd'hui pour d�evelopper leurs nouvelles recherches.
Elle permet notamment de reconduire pour les mat�eriaux satur�es les mod�eles
de comportement classiques de la m�ecanique des solides, i.e. plastique,
visco-plastique, etc., au prix d'un g�en�eralisation des concepts se justi�ant
de fa�con rigoureuse dans le cadre de la thermodynamique des milieux poreux
d�eformables [29], [15], [16].

En revanche la formulation macroscopique des lois de comportement des
mat�eriaux non satur�es ne repose pas encore sur des concepts g�en�eraux faisant
l'unanimit�e, même si de grandes avanc�ees ont pu être accomplies notamment
dans le cas des sols [1]. L'approche �energ�etique peut contribuer �a clari�er ces
concepts. Celle pr�esent�ee ici, d�evelopp�ee in extenso pour la poro�elasticit�e non
lin�eaire, constitue une extension au cas non satur�e de l'approche �energ�etique
de M.A. Biot du comportement m�ecanique des mat�eriaux poreux satur�es.

2 Equations d'�etat d'un uide

Les interactions microscopiques auxquelles est soumis un uide au sein de
l'�el�ement de sol seront suppos�ees s'exercer �a travers ses seules interfaces com-
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munes avec les autres constituants du sol. Les �equations usuelles d'�etat d'un
uide sont alors conserv�ees pour les uides constitutifs, eau liquide, vapeur
d'eau et air sec, d'un sol non satur�e. L'�etat thermodynamique du uide peut
alors être d�ecrit �a l'aide des mêmes potentiels et variables d'�etat usuelles, de
pression, temp�erature, volume sp�eci�que et entropie.

2.1 Potentiels thermodynamiques

D'apr�es le premier et le second principes de la thermodynamique, pour toute
�evolution r�eversible ou irr�eversible (si le uide est visqueux), on d�emontre la
relation di��erentielle:

de = �pd
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o�u e repr�esente l'�energie interne sp�eci�que du uide, p la pression thermody-
namique, � la masse volumique, T la temp�erature et s l'entropie sp�eci�que.
Il est parfois pr�ef�erable de faire apparâ�tre l'�energie libre sp�eci�que  d�e�nie
par:

 = e� Ts (2)

et pour laquelle il vient:

d = �pd
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De (3) on d�eduit les �equations d'�etat:
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qui s'inversent partiellement sous la forme:
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o�u g est l'enthalpie libre ou potentiel de Gibbs sp�eci�que d�e�ni par:

g =  +
p

�
(6)

Dans la suite la vapeur d'eau (indice v) et l'air sec (indice a) seront consid�er�es
comme des gaz parfaits et les �equations d'�etat pr�ec�edentes s'explicitent en:
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o�u R,M� et Cp� sont respectivement la constante des gaz parfaits, la masse
molaire et la chaleur sp�eci�que �a pression constante du gaz, � = v ou a,
tandis que l'indice 0 indique une valeur prise dans un �etat de r�ef�erence. Les
variations de volume de l'eau liquide (indice l) seront par la suite suppos�ees
n�egligeables et l'on �ecrira:

�l = Cste sl = sl0 + Cpl ln
�
T

T0

�
(8)

2.2 Equation d'�equillibre entre l'eau liquide et sa vapeur

L'�equilibre thermodynamique entre l'eau liquide et sa vapeur correspond �a
l'�egalit�e de leur potentiel de Gibbs respectif (voir par exemple [3], [10]):

gv (T; pv) = gl (T; pl) (9)

Si cet �equilibre est suppos�e conserv�e dans toutes les �evolutions, la di��erentiation
de (9) et les �equations d'�etat (5) entrâ�nent:

dpv
�v

�
dpl
�l

= (sv � sl) dT (10)

L'int�egration de l'�equation pr�ec�edente, les relations (7) et (8) fournissent la
relation d'�equilibre entre l'eau liquide et sa vapeur sous la forme explicite:

pl � patm = �l
RT

Mv
ln
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pvs (T )

!
(11)

Dans (11) pvs (T ) est la pression de vapeur saturante �a la temp�erature T
lorsque la pression de l'eau liquide est �egale �a la pression atmosph�erique
patm. Son expression est donn�ee par:

pvs (T )

p0vs
= exp

�
Mv

RT

�
L0

T0
(T � T0) + (Cpl � Cpv)

�
T � T0 � T ln

T

T0

���
(12)

o�u p0vs et L0 = T0 (sv0 � sl0) sont respectivement la pression de vapeur sat-
urante et la chaleur latente de changement de phase �a la temp�erature T0.

3 Bilans d'�energie et d'entropie entre les �etats

d'�equilibre du mat�eriau non satur�e

3.1 Bilans pour l'�el�ement de mat�eriau consid�er�e comme

un syst�eme ouvert

Dans les bilans qui suivent la complexit�e d'un �el�ement de mat�eriau non satur�e
est ramen�ee �a un squelette solide dont l'espace poreux interstitiel est satur�e
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par une phase liquide d'eau et par un m�elange gazeux, ce dernier �etant form�e
d'air sec et de vapeur d'eau. Soumis �a des actions externes, un �el�ement in-
�nit�esimal d
 de mat�eriau se d�eforme et subit des variations des masse uides
qu'il contient. Soit ainsi �ij, les composantes du tenseur des d�eformations
du mat�eriau identi��ees �a celles de son squelette solide. Soit aussi �ij les
composantes du tenseur des contraintes (totales) reprises par l'ensemble des
�el�ements constitutifs du mat�eriau. Soit en�n m�, la masse du uide � (= l; v
ou a) par unit�e de volume de l'�el�ement d
. Si ÆQ et Æm� sont respectivement
la chaleur et la masse de uide � fournies par l'ext�erieur �a l'unit�e de volume
d
 entre les instants t and t + dt, un bilan d'�energie appliqu�e au syst�eme
ouvert d
 conduit �a:

dE = �ijd�ij + ÆQ+
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p
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!
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o�u, comme par la suite, la sommation sur les indices r�ep�et�es latins ou grecs
est sous-entendue. A travers le bilan pr�ec�edent le premier principe de la
thermodynamique indique que la variation dE de l'�energie interne E par unit�e
de volume d
 est �egale �a la somme du travail de d�eformation de l'�el�ement
de mat�eriau, terme �ijd�ij, de la chaleur fournie par l'ext�erieur, terme ÆQ, et
de l'�energie interne convectivement apport�ee par chacune des masses uides
�, terme e�Æm�, augment�ee du travail n�ecessaire �a l'introduction des masses
dans le volume d
, terme

�
p
�

�
�
Æm�. En notant S l'entropie par unit�e de

volume de l'�el�ement d
, un bilan d'entropie fourni par le second principe
conduit �a:

dS �
ÆQ

T
+ s�Æm� (14)

Du fait d'une production interne d'entropie li�ee aux irr�eversibilit�es �eventuelles
des �evolutions de l'�el�ement de mat�eriau, le second principe de la thermo-
dynamique indique que la variation d'entropie dS du syst�eme ouvert d

est sup�erieure �a l'entropie qui lui est apport�ee par l'ext�erieur, somme de
l'entropie apport�ee par conduction, terme ÆQ

T
, et de l'entropie apport�ee par

convection, terme s�Æm�.
L'�elimination de ÆQ entre les deux bilans pr�ec�edents donne:

�ijd�ij + g�Æm� � SdT � d	 � 0 (15)

o�u 	 est l'�energie libre par unit�e de volume du syst�eme ouvert d
:

	 = E � TS (16)

Du fait des changements de phase de l'eau liquide en sa vapeur, on peut
�ecrire:

dml = Æml � Æml!v dmv = Æmv + Æml!v dma = Æma (17)
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o�u Æml!v repr�esente la masse d'eau liquide par unit�e de volume qui s'est
transform�ee en vapeur entre les instants t and t+ dt. On en d�eduit:

�ijd�ij + gldml + gvdmv + gadma � SdT � d	+ (gl � gv) Æml!v � 0 (18)

Dans l'�equation pr�ec�edente (gl�gv)Æml!v repr�esente la dissipation �eventuellement
associ�ee au changement de phase. Si l'on reconduit �a l'�echelle macroscopique,
l'hypoth�ese d'un �equilibre thermodynamique conserv�e dans toutes les �evolutions,
les �equations (9) et (18) conduisent �a l'in�egalit�e de Clausius-Duhem:

�ijd�ij + gldml + gvdmv + gadma � SdT � d	 � 0 (19)

Cette �equation est analogue �a l'�equation de Gibbs-Duhem de la physico-
chimie [3].

3.2 Bilan pour le squelette

Les bilans pr�ec�edents ont concern�e l'�el�ement de mat�eriau d
 consid�er�e comme
un syst�eme thermodynamique ouvert. Comme les �equations d'�etat des u-
ides (cf. section 2.1) sont connues ind�ependamment du comportement du
mat�eriau, il peut être int�eressant d'�etablir des bilans pour le squelette con-
sid�er�e seul. Le squelette ne doit cependant pas se r�eduire au seul solide et
il nous faut pr�eciser ce que nous entendons par squelette. �A l'�echelle micro-
scopique les phases solide, liquide et gaz sont disjointes. Il est connu depuis
longtemps qu'un liquide et un gaz en pr�esence sont s�epar�es par une couche
mince dite super�cielle dont les propri�et�es sont nettement di��erentes des
propri�et�es des deux phases volumiques. Tout se passe, au plan m�ecanique,
comme si les deux uides �etaient s�epar�es par une membrane sans �epaisseur et
uniform�ement tendue. On note alors lg la tension super�cielle �a l'interface
liquide-gaz1. Le même ph�enom�ene existe aussi entre un solide et un uide.
Une couche super�cielle d'�epaisseur n�egligeable s�epare ainsi le solide du liq-
uide et le solide du gaz. La tension super�cielle dans l'interface solide-liquide
est not�ee sl. Dans l'interface solide-gaz elle est not�ee sg. Ces trois interfaces
liquide-gaz, solide-liquide et solide-gaz se raccordent le long d'une courbe sur
la surface du solide2.

Ces interfaces poss�edent non seulement des propri�et�es m�ecaniques mais
aussi des propri�et�es thermodynamiques [22]. �A chaque interface on peut
associer une �energie libre et une entropie. Notons 	int et Sint l'energie libre et

1La tension de surface de l'eau (dans l'air) est de 0.07275N/m �a 20oC.
2Des consid�erations d'�equilibre m�ecanique permettent de d�emontrer la relation

lg cos � = sg � sl, o�u � est l'angle dit de contact, c'est-�a-dire l'angle form�e entre le
plan tangent �a l'interface liquide-gaz et le plan tangent �a la surface du solide.
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l'entropie des trois interfaces. L'�energie libre et l'entropie �etant des grandeurs
extensives on peut �ecrire

	 = 	sol +	int +m� � (20)

S = Ssol + Sint +m�s� (21)

o�u 	sol et Ssol repr�esentent l'�energie et l'entropie du constituant solide.
Soit alors le potentiel 	sq et l'entropie Ssq d�e�nis par [18], [13], [21]:

	sq = 	�m� � (22)

Ssq = S �m�s� (23)

Comme 	 et S repr�esentent respectivement l'�energie libre et l'entropie de
toute la mati�ere contenue dans l'unit�e de volume d
, 	sq et Ssq repr�esentent
respectivement l'�energie libre et l'entropie du squelette. Le squelette (en
omettant le mot solide) inclut ici non seulement le squelette solide, mais
aussi les interfaces uide-uide et solide-uide puisque par comparaison avec
20 et 21 nous avons

	sq = 	sol +	int (24)

Ssq = Ssol + Sint (25)

On supposera que l'�energie libre par unit�e de surface de chaque interface
(��) ne d�epend que de la temp�erature. Dans ce cas elle se confond alors
avec la tension de surface ��(T ) [22]. Soit !��d
 l'aire de l'interface (��)
contenue dans le volume �el�ementaire d
. On a alors la relation

	int = lg!lg + sl!sl + sg!sg (26)

L'entropie par unit�e de surface de chaque interface �etant donn�ee par �
d��
dT

on a aussi la relation

Sint = �
dlg
dT

!lg �
dsl
dT

!sl �
dsg
dT

!sg (27)

Introduisons la porosit�e lagrangienne � d�e�nie comme le volume de l'espace
poreux par unit�e de volume de squelette de la con�guration initiale de r�ef�erence3.

3Cette porosit�e lagrangienne di��ere de la porosit�e (eul�erienne) n couramment intro-
duite dans les ouvrages et que l'on peut relier �a � par l'expression � = Jn o�u J est le
d�eterminant du gradient de la transformation homog�ene tangente. La porosit�e lagrang-
ienne est cependant la seule qui, comme le tenseur des d�eformations, se r�ef�ere �a chaque
instant au même syst�eme mat�eriel. Il est en e�et essentiel dans l'approche �energ�etique de
caract�eriser les �etats d'�energie d'un syst�eme mat�eriel que l'on suit �a chaque instant dans
son mouvement.
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Introduisons �egalement la porosit�e partielle (�egalement lagrangienne) ��, rel-
ative au uide �, telle qu'�a tout instant ��d
 repr�esente le volume occup�e
par le uide �. La porosit�e partielle de la vapeur et celle de l'air sec sont
�egales puisqu'ils constituent ensemble un m�elange gazeux occupant le même
espace. On peut ainsi �ecrire

m� = (��)� �v = �a = �g � = �g + �l (28)

La combinaison des Eqs. (4), (6), (22), (23) et (28) entrâ�ne que:

�ijd�ij + pld�l + pgd�g � SsqdT � d	sq � 0 (29)

o�u pg est la pression totale du m�elange gazeux:

pg = pv + pa (30)

L'�equation (29) n'est autre que le bilan d'�energie libre du squelette tel que
pr�ec�edemment d�e�ni (i.e., incluant les interfaces) et consid�er�e seul. Cette
relation indique tr�es clairement que l'interaction m�ecanique entre le m�elange
gazeux et le squelette est gouvern�e uniquement par la pression totale du gaz
pg et non par les pressions partielles pv et pa. �A d�eformation maintenue
constante, pld�l + pgd�g repr�esente le travail fourni au squelette par l'eau
liquide et le m�elange gazeux. Dans le cas isotherme l'in�egalit�e (29) indique
que seule la quantit�e d	sq du travail �ijd�ij+pld�l+pgd�g fourni au squelette
sera emmagasin�ee sous forme d'�energie libre restituable par la suite, le reste
�etant dissip�e sous forme de chaleur. Le bilan (29) montre par ailleurs que
c'est le triplet des forces g�en�eralis�ees (�ij; pl; pg) qui gouverne (en partie dans
le cas non r�eversible) les d�eformations et les porosit�es du mat�eriau (�ij; �l; �g).

On peut r�e�ecrire le bilan pr�ec�edent en introduisant les saturations Sl et
Sg; respectivement en eau liquide et en m�elange gazeux, d�e�nies par :

Sl =
�l
�

Sg =
�g
�

(31)

avec bien entendu Sg = 1� Sl. Combinant (29) et (31), on obtient ainsi:

�ijd�ij + (Sgpg + Slpl)d�� �pcdSl � SsqdT � d	sq � 0 (32)

o�u pc est la pression capillaire, d�e�nie comme la di��erence entre la pression
du m�elange gazeux et celle de l'eau liquide:

pc = pg � pl (33)

Parall�element �a (29), l'expression �equivalente (32) du bilan d'�energie libre
du squelette montre que l'on a mis en �evidence la dualit�e entre les forces
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g�en�eralis�ees (�ij; (Sgpg + Slpl); �pc) et le triplet (�ij; �; Sl). C'est donc ces
forces que l'on choisira pour gouverner les d�eformations du squelette solide
c'est-�a-dire (�ij; �) et le degr�e de saturation en liquide Sl.

Le cas satur�e consiste �a imposer Sl = 1, Sg = 0 et dSl = 0 dans (32), soit:

�ijd�ij + pld�� SsqdT � d	sq � 0 (34)

Le bilan pr�ec�edent repr�esente le bilan d'�energie libre du mat�eriau satur�e. Il
montre, conform�ement aux r�esultats d�ej�a acquis dans ce domaine, que ce
sont les contraintes totales �ij et la pression du liquide pl qui gouvernent les
d�eformations et la porosit�e dans le cas satur�e.

3.3 Cas des sols

Dans les conditions usuelles de sollicitations des sols, le volume du constituant
solide ne varie pas de mani�ere signi�cative, par comparaison �a la variation
de volume subie par l'espace poreux. La d�eformation volumique �ii s'identife
alors au changement de porosit�e4:

�ii � �� �0 (35)

o�u �0 est la valeur de la porosit�e initiale. Puisque � = �l + �g seules deux
variables sont alors ind�ependantes parmi le groupe (�ii; �l; �g). Avec le choix
(�ii; �l), l'hypoth�ese (35) et le bilan (29) entrâ�nent que:

(�ij + pgÆij)d�ij � pcd�l � SsqdT � d	sq � 0 (36)

Le cas satur�e consiste �a imposer �l = � et d�l = d� = d�ii dans (36), soit:

(�ij + plÆij)d�ij � SsqdT � d	sq � 0 (37)

Le bilan pr�ec�edent indique que ce sont les contraintes e�ectives �ij + plÆij
qui gouvernent les d�eformations du sol dans le cas satur�e et l'hypoth�ese
de variations de volume n�egligeables du constituant solide. L'in�equation
pr�ec�edente correspond en e�et �a un solide ordinaire soumis aux contraintes
�ij + plÆij, d'entropie Ssq et d'�energie libre 	sq.

Dans le cas non satur�e le bilan (36) montre que, sous la même hypoth�ese
de variations de volume n�egligeables du constituant solide, c'est le couple
(�ij + pgÆij; pc) qui gouverne les d�eformations du squelette solide comme cela
est maintenant admis [1].

4L'expression (35) repose sur la nature lagrangienne de la porosit�e. En e�et, cette
même expression �ecrite avec la porosit�e eul�erienne n, donn�ee en petites d�eformations, par
� = (1 + �ii)n, prend la forme

�ii �
n� n0
1� n0
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4 Equations d'�etat de la poro�elasticit�e

4.1 Potentiel poro�elastique pour le squelette

Dans le cas satur�e la poro�elasticit�e [31] correspond �a la loi de comportement
d'un mat�eriau poreux se d�eformant r�eversiblement, en raison de l'�elasticit�e
de son constituant solide. Par extension au cas non satur�e la poro�elasticit�e
(au sens strict) rendra en plus compte d'e�ets capillaires r�eversibles. Elle
ne prendra donc pas en compte les ph�enom�enes d'hyst�er�esis associ�es �a de
tels e�ets. Ces e�ets seront analys�es de mani�ere sp�eci�que �a la section 5.4.
Dans ces conditions de r�eversibilit�e compl�ete, (32) doit être satisfaite pour
toute �evolution. La poro�elasticit�e se caract�erise donc par une dissipation
intrins�eque nulle. Cela signi�e que les variables d'�etat (�; �; Sl; T ) suÆsent �a
d�ecrire compl�etement les �etats thermodynamiques que le mat�eriau traversera
au cours de son histoire. En cons�equence, d	sq s'av�ere être la di��erentielle
exacte d'une fonction des variables ind�ependantes (�ij; �; Sl; T ):

d	sq = �ijd�ij + (Sgpg + Slpl)d�� �pcdSl � SsqdT (38)

Les �equations d'�etat de la poro�elasticit�e d�erivent alors d'un potentiel ther-
modynamique poro�elastique 	s(�; �; Sl; T ) suivant les relations:

� =

 
@	s

@�

!
�;Sl;T

(39)

Sgpg + Slpl =

 
@	s

@�

!
�ij ;Sl;T

(40)

�pc = �

 
@	s

@Sl

!
�ij ;�;T

(41)

Ssq = �

 
@	sq

@T

!
�ij ;�;Sl

(42)

Ces �equations d'�etat, qui ne concernent que le seul squelette, viennent
alors compl�eter les �equations d'�etat des uides de la section 2.1 ainsi que les
relations (28) qui assurent le complet remplissage de l'espace poreux.
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5 Courbe de pression capillaire

5.1 Courbe de pression capillaire en transformation

isotherme

Dans le cas ind�eformable et isotherme, �ij = 0, � = �0 et T = T0, l'�equation
d'�etat (41) implique que la pression capillaire ne d�epend que de la saturation
en eau liquide:

pc = pc(Sl) (43)

La courbe donnant la pression capillaire en fonction de la saturation en eau
liquide est appel�ee "courbe de pression capillaire". Une telle courbe est
repr�esent�ee sch�ematiquement �a la �gure 1. C'est g�en�eralement une courbe
monotone d�ecroissante du degr�e de saturation. La pression capillaire d�ecrô�t
d'une valeur maximum pouvant être in�nie �a une valeur minimum pe dite
de pression d'entr�ee d'air qui, lors d'un drainage est la pression capillaire
au del�a de laquelle la saturation en eau liquide diminue e�ectivement. Le
tableau 1 rassemble quelques mod�eles param�etr�es de courbe de saturation
propos�es dans la litt�erature.

Inversement, la courbe de pression capillaire �etant exp�erimentalement
connue, dans le cas ind�eformable et isotherme, l'�equation d'�etat (41) con-
duit �a identi�er l'expression de l'�energie libre du squelette, o�u plutôt de sa
variation que l'on continuera de noter 	sq, par raison de simplicit�e, sous la
forme:

	sq = �0U(Sl) (44)

o�u

U(Sl) =
Z 1

Sl

pc(s)ds (45)

L'�equation (43) prend alors la forme:

pc = �
dU

dSl
(46)

Dans le cas ind�eformable et isotherme l'�energie libre du squelette se r�eduit
�a celle des seules interfaces. L'�energie 	sq s'identife alors �a la variation de
l'�energie libre qu'emmagasinent ces interfaces, cette �energie �etant rapport�ee
�a l'unit�e de volume de l'�el�ement d
. C'est le travail qu'il a fallu fournir aux
interfaces pour amener l'�echantillon de la saturation compl�ete �a la saturation
actuelle. L'�energie U correspond �a la même variation, mais cette fois rap-
port�ee �a l'unit�e de volume de l'espace poreux �0d
 dans lequel se localisent
physiquement les interfaces. En se pla�cant �a l'�echelle microscopique et en
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Figure 1: Courbe de pression capillaire et �energie des interfaces.

Auteurs Sl(pc) Param�etres

Brooks & Corey (pc=pb)
�� �,pb (0:1 < � < 10)

van Genuchten (1 + (pc=A)
n)�1+1=n n,A (1 < n <1)

Brutsaert (1 + (pc=A)
n)�1 n,A

Table 1: Mod�eles de courbes de saturation

conservant les notations de la section 3.2, on peut donc expliciter l'�energie
�0U sous la forme:

�0U = sl!sl + sg!sg + lg!lg � sl!s (47)

o�u !sd
 est la surface du constituant solide compris dans le volume �el�ementaire
d
 et avec naturellement l'identit�e !s = !sl + !sg.

5.2 Courbe de pression capillaire en transformation

non isotherme

L'analyse de la section 5.1 peut facilement être reconduite dans le cas non
isotherme. Dans le cas ind�eformable seul, �ij = 0 et � = �0, l'�equation d'�etat
(41) implique que la pression capillaire d�epend aussi de la temp�erature:

pc = pc(Sl; T ) (48)

11



soit encore
Sl = Sl(pc; T ) (49)

Inversement la fonction pc(Sl; T ) �etant suppos�ee connue, l'int�egration de
l'�equation d'�etat (41) permet d'identi�er l'expression de l'�energie 	sq sous
la forme:

	sq(Sl; T ) = �0U(Sl; T ) +  s(T ) (50)

o�u

U(Sl; T ) =
Z 1

Sl
pc(s; T )ds (51)

L'�equation (48) prend alors la forme:

pc = �

 
@U

@Sl

!
T

(52)

L'�equation d'�etat (42) entrâ�ne alors:

Ssq = Su + Ss (53)

o�u

Su = ��0

 
@U

@T

!
Sl

(54)

Ss = �
@ s

@T
(55)

L'�energie �0U(Sl; T ) est ainsi toujours identi�able �a l'expression (47) ,
mais elle d�epend maintenant aussi de la temp�erature �a travers les tensions
de surfaces ��(T ). L'�energie libre et l'entropie sont des quantit�es additives.
L'�energie  s est par cons�equent l'�energie libre du constituant solide (aug-
ment�ee de l'�energie de surface sl(T )!s) par unit�e du volume de l'�el�ement
macroscopique d
 (et non pas du volume (1� �0)d
 qu'il occupe physique-
ment). De même Su est la variation d'entropie des interfaces par unit�e de
volume d
 et par rapport �a l'�etat satur�e. Conform�ement �a (47), l'expression
microscopique de Su est donn�ee par

Su = �
dsl
dT

!sl �
dsg
dT

!sg �
dlg
dT

!lg +
dsl
dT

!s (56)

Ss est l'entropie du constituant solide (augment�ee de l'entropie de surface
�dsl

dT
!s) par unit�e de volume d
. Comme le constituant solide est ici ind�eformable

m�ecaniquement et thermiquement, on peut �ecrire:

Ss = s0 + Cs ln
T

T0
(57)

 s =  0 � s0(T � T0)� Cs(T ln
T

T0
� (T � T0)) (58)
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o�u Cs est la chaleur du constituant solide (augment�ee de �T d2sl
dT 2 !s) par unit�e

de volume d
.

5.3 Courbe de pression capillaire et isotherme de sorp-

tion

Dans le cas de mat�eriaux suÆsamment perm�eables comme les sables ou
encore les roches [9], la courbe de pression capillaire peut être d�etermin�ee
exp�erimentalement par invasion capillaire, en contrôlant la pression capil-
laire. Pour des mat�eriaux peu perm�eables, comme les argiles et les b�etons,
cette m�ethode trouve tr�es rapidement ses limites �a mesure que la satura-
tion d�ecrô�t, la pression capillaire �a exercer devenant trop �elev�ee. En pra-
tique, au dessous d'une saturation de l'orde de 90%; elle ne peut souvent être
d�etermin�ee qu'indirectement, �a l'aide de l'isotherme de sorption.

Dans une exp�erience de sorption l'�echantillon est mis en �equilibre thermo-
dynamique avec une ambiance �a temp�erature constante dont on sait contrôler
la pression de vapeur ou, plus exactement, l'humidit�e relative hr:

hr =
pv
pvs

(59)

L'humidit�e relative est impos�ee par l'interm�ediaire de solutions salines satur�ees.
On peut la faire varier en modi�ant les solutions et, par l�a, l'�equilibre ther-
modynamique entre l'eau liquide, solvant de la solution, et la vapeur d'eau
de l'air ambiant. Entre deux paliers successifs d'humidit�e relative la vari-
ation de porosit�e au liquide �l peut être mesur�ee par simple pes�ee (si la
masse volumique du liquide est suppos�ee constante). Par ailleurs la mesure
de la d�eformation volumique, �ii, donne acc�es �a la porosit�e. Ainsi le degr�e de
saturation Sl peut être calcul�e. On en d�eduit l'isotherme dite de sorption:

hr = hr(Sl) (60)

Le m�elange gazeux de l'�echantillon est par ailleurs maintenu en �equilibre
avec l'air ambiant, �a pression atmosph�erique patm; si bien que pour l'�echantillon
la di��erence de pression pl�patm s'identi�e �a l'oppos�e de la pression capillaire
�pc. La loi d'�equilibre thermodynamique entre l'eau liquide et sa vapeur (11)
se pr�ecise alors en:

�pc = �l
RT

Mv
lnhr (61)

L'�equation pr�ec�edente et l'�equilibre qu'elle traduit permettent d'associer �a
une valeur de l'humidit�e relative hr une valeur de la pression capillaire pc. La

13



60

70

80

90

100

0 20 40 60 80 100

S
l (

%
)

pc (MPa)

Experience 20oC

Experience 80oC

Sl=1/(1+(pc/974)0.52)

Sl=1/(1+(pc/450)0.52)

Figure 2: Courbe de pression capillaire d�eduite de l'isotherme de sorption.

m�ethode conduit en �n de compte �a la d�etermination indirecte de la courbe
pc = pc(Sl) et, en faisant varier la temp�erature, de la courbe pc = pc(Sl; T ).

La �gure 2 fournit un exemple pour deux temp�eratures di��erentes, T =
20ÆC, T = 80ÆC, d'une courbe de pression capillaire r�esultant d'un tel pro-
cessus de mesure dans le cas d'une argile arti�cielle (l'argile FoCa destin�ee
�a être employ�ee comme mat�eriau constitutif des barri�eres ouvrag�ees pour le
stockage des d�echets radioactifs) [19].

Comme on le constate tr�es souvent pour les argiles, on notera sur la �g-
ure 2 que la pression du liquide pl devient n�egative en dessous d'une valeur
encore proche de la saturation compl�ete, puisque la pression du gaz, qui
est maintenue �a la pression atmosph�erique, est de l'ordre 0; 1MPa. Seule
l'humidit�e relative �etant en �n de compte r�eellement mesur�ee, la pression
du liquide calcul�ee �a l'aide de (61) est une pression d'eau liquide thermody-
namiquement �equivalente au sens de l'�equilibre entre la vapeur d'eau et l'eau
interstitielle de l'argile. Elle tient compte des interactions entre l'eau liquide
et le squelette solide.
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5.4 Hyst�er�esis

5.4.1 Approche �energ�etique de l'hyst�er�esis

Dans le cas d'�evolutions r�eversibles la courbe de pression capillaire qui relie
pression capillaire pc et saturation en eau liquide Sl est biunivoque. Pour la
majorit�e des sols et des roches il est bien connu que cette biunivocit�e n'est pas
satisfaite: lorsque un �el�ement de mat�eriau est soumis �a un cycle de drainage-
imbibition, correspondant �a un cycle de pression capillaire (i.e.

H
dpc = 0),

un ph�enom�ene d'hyst�er�esis se manifeste. Ce ph�enom�ene est largement d�ecrit
dans la litt�erature [24], [26], [9]. Le d�eveloppement succinct ci-apr�es vise �a
replacer ce ph�enom�ene dans le contexte �energ�etique pr�ec�edent.

Commen�cons par donner une description tr�es sch�ematique de ce ph�enom�ene.
Partant d'un �etat sec du mat�eriau, c'est-�a-dire d'une valeur tr�es petite de Sl
et d'une valeur tr�es grande de pc, lorsqu'on diminue la pression capillaire, le
point repr�esentatif (Sl; pc) de l'�evolution du syst�eme dans le plan [Sl; pc] suit
une courbe dite d'imbibition, d�e�nie par:

pc = sI(Sl) (62)

�A l'issue de l'imbibition totale du mat�eriau, c'est-�a-dire pour Sl = 100%, si
l'on r�eaugmente la pression capillaire, on suit alors dans le plan [Sl; pc] une
courbe de drainage d�e�nie par:

pc = sD(Sl) (63)

Cette derni�ere est di��erente de la courbe d'imbibition. Pour une même pres-
sion capillaire la saturation est plus faible �a l'imbibition qu'au drainage. Ces
deux courbes forment une boucle d'hyst�er�esis reproductible. Lorsqu'�a par-
tir d'un point quelconque de l'une de ces deux courbes on inverse le sens
de variation de la pression capillaire, le point repr�esentatif (Sl; pc) rejoint
alors l'autre courbe en suivant une courbe assimilable, dans une premi�ere
approche, �a une droite verticale d�e�nie par Sl = cste5. L'ensemble de ces
comportements est reproduit �a la �gure 3.

5Cette description est sch�ematique. Elle ne vise qu'�a d�ecrire, dans les grandes lignes,
le comportement r�eel des mat�eriaux qui, comme en t�emoignent les ouvrages sp�ecialis�es
sur le sujet [23], est beaucoup plus complexe. Il est bien connu, par exemple, que la
courbe de drainage initiale, c'est-�a-dire celle qui s'obtient au premier cycle �a partir d'un
�etat totalement satur�e, puisse être l�eg�erement distincte des courbes de drainage, dites
secondaires, obtenues lors des cycles suivants. On laissera de côt�e ce ph�enom�ene. On ne
parlera pas, non plus, de saturation dite r�esiduelle souvent introduite dans les ouvrages
et dont la pertinence physique ne semble pas encore totalement �etablie [25]. La boucle
d'hyst�er�esis imbibition-drainage est aussi quali��ee quelquefois de principale dans la mesure

15



Sl

pc

U(Sl)

10

sD(Sl)

sI(Sl)

Figure 3: Les courbes de drainage et d'imbibition (en trait continu). La
courbe � @U

@Sl
(en trait pointill�e) est n�ecessairement situ�ee �a l'int�erieur de la

boucle d'hyst�er�esis. L'aire balay�ee par cette courbe (en gris�e) repr�esente la
variation d'�energie des interfaces par unit�e de volume poreux, U(Sl).

Ce sch�ema de comportement id�ealis�e permet de tirer quelques conclusions
sur l'�energie des interfaces. En conservant toujours une forme d'�energie libre
donn�ee par (44), c'est-�a-dire 	sq = �0U(Sl), la positivit�e de l'�energie dissip�ee
(32) s'�ecrit :

��0(pc +
@U

@Sl
)dSl � 0 (64)

Dans le cas r�eversible l'�energie dissip�ee est bien nulle: le travail fourni��0pcdSl
est �egal �a la variation d'�energie libre �0dU des interfaces. En pr�esence
d'hyst�er�esis capillaire, (46) ne saurait être valable �a la fois pour l'imbibition
et le drainage. L'identi�cation exp�erimentale U(Sl) =

R 1
Sl
pc(s)ds de l'�energie

U(Sl) n'est alors plus possible, du moins sans information compl�ementaire.
L'in�egalit�e (64) nous renseigne, toutefois, sur la valeur de la force thermody-
namique � @U

@Sl
associ�ee �a Sl. En e�et (64) impose

sI � �
@U

@Sl
� sD (65)

o�u les mat�eriaux r�eels exhibent dans le plan [Sl; pc] des boucles d'hyst�er�esis interm�ediaires
(i.e., avec

H
dpc = 0). On observe alors que ces boucles viennent s'appuyer sur la courbe

d'imbibition et la courbe de drainage, en passant d'une courbe �a l'autre par des ajustements
complexes de la pression capillaire qu'on ne repr�esentera pas ici.
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Figure 4: Lors du drainage (chemin AB), l'�energie dissip�ee est �egale �a l'aire
balay�ee (ABEF). Lors de l'imbibition (chemin CD), c'est l'aire (CDFE) qui
est dissip�ee.

Autrement dit le point repr�esentatif (Sl;�
@U
@Sl

) dans le plan [Sl; pc] d�ecrit
une courbe comprise entre les courbes d'imbibition et de drainage. L'aire
sous cette courbe repr�esente l'�energie U(Sl) (�gure 3). L'�energie dissip�ee
lors du drainage (chemin AB sur la �gure 4) est, par cons�equent, �egale �a
l'aire comprise entre la courbe de drainage et la courbe � @U

@Sl
(Sl). La même

analyse pour l'imbibition (chemin CD sur la �gure 4) conduit �a identi�er
l'�energie dissip�ee �a l'aire comprise entre la courbe d'imbibition et la courbe
� @U

@Sl
(Sl). Lors d'un cycle (chemin ABCD) l'�energie dissip�ee est ainsi �egale �a

l'aire comprise entre la courbe de drainage et la courbe d'imbibition.

5.4.2 Identi�cation de l'�energie U(Sl) par une analyse �a l'�echelle

microscopique pour une g�eom�etrie particuli�ere de l'espace

poreux et dans l'hypoth�ese d'un angle de contact nul

Une interpr�etation classique [23] de l'hyst�er�esis consiste �a analyser �a l'�echelle
microscopique l'imbibition et le drainage en termes respectivement de rem-
plissage et de vidange de pores de rayons di��erents, reli�es par de �ns capil-
laires d'acc�es. Le volume de ces capillaires d'acc�es est n�egligeable en terme de
saturation, mais leur pr�esence est d�eterminante dans l'analyse. Supposons,
comme dans [14], que l'espace poreux puisse être d�ecrit par un ensemble de
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pores sph�eriques r�epartis en N classes caract�eris�ees par un rayon de pore
R� (� 2 f1; : : : ; Ng). Supposons de plus que les pores soient ordonn�es en
rayon d�ecroissant (R1 > R2 > � � �) et que le r�eseau poreux soit constitu�e
d'une succession de pores de rayons d�ecroissants reli�es entre eux par des �ns
capillaires de rayon r� (� 2 f1; : : : ; Ng) �egalement d�ecroissant (�gure 5). En-
�n supposons que le liquide mouille parfaitement le solide (angle de contact
nul). Ainsi, avec cette derni�ere hypoth�ese, les pores appartenant �a une classe
donn�ee sont soit enti�erement remplis de liquide soit entierement remplis de
gaz, le m�enisque capillaire �etant toujours localis�e dans un capillaire d'acc�es
aux pores.

R1

r1

� � �

� � �

R�

r�

Figure 5: Morphologie du r�eseau poreux.

Introduisons alors n, 1 < n < N , tel que tous les pores de la classe � > n
soient remplis de liquide et tous les pores de la classe � � n soient remplis
de gaz.

Lors de l'imbibition la pression capillaire exerc�ee, pc = sI(Sl), varie en
fonction du rayon Rn de la classe des pores �a remplir, suivant la loi de Laplace
d'�equilibre des interfaces:

sI(Sl) =
2lg
Rn

(66)

Lors d'une imbibition in�nit�esimale, correspondant au trajet (CD) de la
�gure 4, on passe ainsi de l'�etat (a) �a l'�etat (b) repr�esent�es �a la �gure 6.

Si maintenant on r�eaugmente la pression capillaire il n'y aura tout d'abord
pas de variation notable de la saturation. Cela correspond au trajet (DA) de
la �gure 4 et au passage de l'�etat (b) de la �gure 6 �a l'�etat (�) de la �gure 7.
Il ne peut en e�et y avoir vidange du pore de rayon Rn tant que la pression
capillaire n'a pas atteint la valeur pc = sD(Sl) ajust�ee au rayon, rn, de son
capillaire cylindrique d'acc�es, soit:

sD(Sl) =
2lg
rn

(67)

Lorsque la relation (67) est v�eri��ee la vidange du pore de rayon Rn intervient.
Cela correspond au trajet (AB) de la �gure 4 et l'on passe de l'�etat (�) �a
l'�etat (�) de la �gure 7.
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Figure 6: Le remplissage (imbibition) du pore de rayon Rn s'e�ectue �a la
pression capillaire sI = 2lg=Rn ajust�ee �a son rayon.

gaz

liquide

rn
Drainage

pc =
2lg
rn
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Figure 7: La vidange (drainage) du pore de rayon Rn s'e�ectue �a la pression
capillaire sD = 2lg=rn ajust�ee au rayon rn de son cappilaire d'acc�es.

Comme le rayon, la surface et le volume des capillaires d'acc�es sont sup-
pos�es n�egligeables devant ceux des pores, l'�energie libre du m�enisque capil-
laire ainsi, d'ailleurs, que celles des interfaces associ�ees �a la surface des capil-
laires, sont n�egligeables devant l'�energie libre des interfaces des pores. Par
cons�equent, notant !� l'aire des pores appartenant �a la classe �, la variation
d'�energie libre �0U(Sl) est donn�ee, conform�ement �a (47), par

�0U(Sl) =
nX

�=1

(sg � sl)!� (68)

Soit �� la fraction volumique associ�ee �a la classe �. On remarque alors que,

pour la g�eom�etrie sph�erique des pores, !� = 3
��
R�
. D'autre part la nullit�e de
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l'angle de contact impose que sg�sl = lg. En cons�equence l'�equation (68)
prend la forme

�0U(Sl) =
nX

�=1

3lg
R�

�� (69)

Les variations de cette expression lors du remplissage ou de la vidange du
pore de rayon Rn, sont d�e�nies par celles de n. On relie alors la fraction
volumique des pores de rayon Rn �a la variation du degr�e de saturation suivant
l'expression �0dSl = ��n. La variation de �0U prend alors la forme

�0dU = �
3lg
Rn

�0dSl (70)

De cette expression et de (66) on tire l'expression recherch�ee de � @U
@Sl

et

U(Sl):

�
@U

@Sl
=

3

2
sI(Sl) (71)

U(Sl) =
3

2

Z 1

Sl
sI(s)ds (72)

Ainsi, pour la g�eom�etrie particuli�ere du r�eseau poreux consid�er�e ici et dans
l'hypoth�ese d'un angle de contact nul, la courbe � @U

@Sl
(Sl), caract�erisant

la variation d'�energie libre des interfaces, se situe au dessus de la courbe
d'imbibition avec un rapport constant entre ces deux courbes �egal �a 3

2
.

L'expression de l'�energie dissip�ee (64), c'est-�a-dire

��0(pc +
@U

@Sl
)dSl � 0 (73)

prend ainsi, lors de l'imbibition ou du drainage, les formes:

1

2
�0sIdSl � 0 (imbibition : dSl > 0; pc = sI(Sl)) (74)

��0(sD �
3

2
sI)dSl � 0 (drainage : dSl < 0; pc = sD(Sl)) (75)

L'�energie dissip�ee par unit�e de volume de l'espace poreux �0d
 dans un cy-
cle d'hyst�er�esis in�nit�esimal d'amplitude dSl vaut ainsi (sD � sI)dSl. Cette
�energie s'identi�e �a l'aire hachur�ee ABCD de la �gure 4. On remarquera que
l'in�egalit�e (75) entrâ�ne la restriction thermodynamique sD > 3

2
sI , restric-

tion manifestement li�ee �a la g�eom�etrie sph�erique adopt�ee pour les pores et
n�ecessairement satisfaite dans l'interpr�etation pr�ec�edente puisque sD=sI =
Rn=rn � 1; 8n.
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6 Poro�elasticit�e et courbe de pression capil-

laire

6.1 Hypoth�ese de s�eparation des �energies et loi de com-

portement thermoporo�elastique

Les �equations d'�etat de la poro�elasticit�e dans le cas non satur�e ont �et�e
pr�ecis�ees sous la forme g�en�erale des �equations (39), (40), (41) et (42). L'exploitation
des donn�ees exp�erimentales, en particulier celle de la courbe de pression
capillaire, n�ecessite une hypoth�ese suppl�ementaire. Une premi�ere hypoth�ese
consiste �a supposer, comme cela a pu être montr�e dans le cas ind�eformable
et en l'absence d'hyst�er�esis, que la pression capillaire d�epend uniquement de
la saturation en eau liquide et de la temp�erature. Dans ce cas l'int�egration
de l'�equation d'�etat (41) conduit alors �a identi�er la variation d'�energie libre
sous la forme:

	sq(�ij; �; Sl; T ) = �U(Sl; T ) +  s(�ij; �; T ) (76)

Supposer dans le cas d�eformable que la pression capillaire ne d�epend que de
la saturation en eau liquide et de la temp�erature revient donc �a supposer
que l'�energie libre du constituant solide (ou squelette solide en n'y incluant
pas les interfaces) peut s'exprimer �a l'�echelle macroscopique s�epar�ement de
l'�energie libre des interfaces �a l'aide des d�eformations et de la porosit�e seules
(en plus de la temp�erature). L'�energie U(Sl; T ) reste en e�et identi��ee �a
la variation de l'�energie libre des interfaces par unit�e de volume de l'espace
poreux �d
, tandis que  s(�ij; �; T ) repr�esente l'�energie libre du constituant
solide, maintenant d�eformable (toujours augment�ee de l'�energie de surface
sl(T )!s �a cause de la r�ef�erence choisie pour U). Les relations (52) �a (54)
sont ainsi conserv�ees en y repla�cant le cas �ech�eant �0 par �.

Consid�erons maintenant une autre hypoth�ese moins restrictive. Au lieu
de partir de l'hypoth�ese d'une courbe de pression capillaire ne d�ependant que
de la saturation en eau liquide et de la temp�erature, envisageons d'embl�ee
l'hypoth�ese de s�eparation des �energies. On exprime alors l'�energie libre du
constituant solide, �a l'�echelle macroscopique, s�epar�ement de l'�energie des
interfaces �a l'aide des d�eformations, de la porosit�e et de la temp�erature.
Cette hypoth�ese est moins restrictive que la premi�ere puisqu'elle consiste
donc �a proposer pour l'�energie libre la forme plus g�en�erale suivante

	sq(�ij; �; Sl; T ) = �U(�; Sl; T ) +  s(�ij; �; T ) (77)

o�u �U repr�esente donc toujours l'�energie des interfaces maintenant d�ependant
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de la porosit�e en plus du degr�e de saturation en liquide et de la temp�erature6.
Avec la forme g�en�erale (77), les �equations d'�etat (39), (40), (41) et (42)

se d�ecomposent alors en deux syst�emes d'�equations. Le premier exprime le
comportement des interfaces au sein du volume poreux et g�en�eralisent les
�equations (52) et (54) sous les formes:

pc = �

 
@U

@Sl

!
�;T

(78)

Su = ��

 
@U

@T

!
�;Sl

(79)

Si la courbe de pression capillaire est d�etermin�ee exp�erimentalement sous la
forme:

pc = pc(�; Sl; T ) (80)

alors l'int�egration de (78) permet d'identi�er l'expression de l'�energie U(�; Sl; T )
sous la forme:

U(�; Sl; T ) =
Z 1

Sl

pc(�; s; T )ds (81)

Le deuxi�eme syst�eme d'�equations exprime le comportement du constitu-
ant solide et s'�ecrit:

�ij =

 
@ s

@�ij

!
�;T

(82)

� =

 
@ s

@�

!
�ij ;T

(83)

Ss = �

 
@ s

@T

!
�ij ;�

(84)

o�u � est d�e�ni par

� = (Sgpg + Slpl)�

 
@(�U)

@�

!
Sl;T

(85)

6Une hypoth�ese encore plus g�en�erale aurait �et�e de consid�erer une �energie U d�ependant
aussi des d�eformations sous la forme U(�ij ; �; Sl; T ). Cette forme n'est pas d�enu�ee d'int�erêt
mais elle conduit bien �evidemment �a des d�eveloppements plus complexes. N�eanmoins
on peut remarquer qu'il est physiquement naturel de faire d�ependre l'�energie des inter-
faces non pas des d�eformations du squelette mais de la d�eformation du volume poreux
dans lequel ces interfaces se localisent. La description de cette d�eformation du volume
poreux est ici mod�elis�ee par la porosit�e �. Elle est cependant suÆsamment riche comme
les d�eveloppements le montrerons. C'est pourquoi nous n'envisageons ici qu'une �energie
U(�; Sl; T ).
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Dans la suite on pourra envisager di��erentes formes particuli�eres pour
l'�energie U(�; Sl; T ) dont, par exemple, la forme U(Sl; T ) envisag�ee pr�ec�edemment.
On conservera cependant la même notation pour la fonction U , le contexte
levant toute ambiguit�e.

6.2 La pression interstitielle �equivalente

Dans le cas d'un mat�eriau poreux satur�e par le liquide �a la pression pl, la
th�eorie de la poro�elasticit�e de Biot, con�rm�ee par de nombreuses exp�eriences,
montre que le comportement est d�e�ni par des relations entre les couples
(�ij; pl) et (�ij; �), s'�ecrivant dans le cadre d'une formulation mettant en jeu
l'�energie �elastique  (�ij; �; T ), sous la forme:

�ij =

 
@ 

@�ij

!
�;T

(86)

pl =

 
@ 

@�

!
�ij ;T

(87)

Ce r�esultat peut être facilement retrouv�e par la d�emarche expos�ee �a la sec-
tion pr�ec�edente sous r�eserve de l'identi�cation  =  s. Le cas satur�e consiste
�a imposer, dans (83) et (85), Sl = 1, Sg = 0 et U(�ij ; 1; T ) = 0 (par d�e�nition
de U , �equation (81)). La variable � est alors �egale �a pl et les lois de com-
portement du mat�eriau satur�e (86) et (87) sont alors retrouv�ees. L'�energie
 �gurant dans ces �equations de la poro�elasticit�e a donc n�ecessairement la
même expression que l'�energie  s d�e�nie dans 76 ou 77 puisque toutes deux
correspondent �a l'�energie �elastique du squelette solide.

Il s'en suit que, par r�ef�erence au cas satur�e, la pression � apparâ�t alors,
dans l'�equation (82), comme une pression interstitielle �equivalente de liquide
au sens o�u le comportement du squelette serait le même si celui-ci �etait satur�e
par le liquide �a la pression interstitielle �. Cela signi�e que les interactions
m�ecaniques que subit le squelette de la part des uides et des interfaces se
ram�enent �a une pression uniforme � s'exer�cant sur la paroi du solide. Elle
vaut � = pl lorsque Sl = 1 (cas satur�e) et � = pg �

@(�U(�;0;T ))
@�

lorsque Sl = 0

(cas sec)7.

7Dans ce dernier cas la pression � n'est pas �egale �a pg car l'�etat de r�ef�erence choisi
est l'�etat satur�e. Ainsi, lorsque le degr�e de saturation du mat�eriau varie de 1 �a 0 la
tension de surface, �a la surface du solide, a vari�e de (sg � lg). La variation d'�energie
des interfaces est donc, d'apr�es (47), �egale �a �U(�; 0; T ) = (sg � lg)!s (!s surface
solide actuelle par unit�e de volume d
). C'est cet e�et qui est pris en compte dans le

terme @(�U(�;0;T ))
@� = (sg � lg)

@!s

@� . Par exemple pour un mat�eriau mod�ele form�e d'un
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6.3 Pression interstitielle �equivalente et contrainte ef-

fective

Regardons ce qui se passe maintenant dans le cas des sols granulaires o�u
l'hypoth�ese de variations de volume n�egligeables pour le constituant solide
est satisfaite c'est-�a-dire o�u

�� �0 = �ii (88)

Dans ce cas l'�energie �elastique du solide est alors une fonction du tenseur des
d�eformations et de la temp�erature uniquement, soit  s(�ij; �; T ) = ws(�ij; T ).
Lorsque le sol est satur�e il est exp�erimentalement bien connu que le tenseur
des d�eformations du sol est enti�erement gouvern�e par le tenseur des con-
traintes e�ectives �0ij = �ij + plÆij. De fait les �equations 86 et 87 montrent
que

�0ij =
@ws

@�ij
(89)

Lorsque le sol est maintenant non satur�e les �equations 82 et 83 s'�ecrivent
alors

�ij + �Æij =
@ws

@�ij
(90)

L'hypoth�ese de d�ecouplage des �energies sous la forme (76), entre celle du
squelette solide et celle des interfaces entre les di��erents constituants, permet
ainsi de g�en�eraliser au cas non satur�e le concept de tenseur des contraintes
e�ectives en prenant pour nouvelle d�e�nition

�0ij = �ij + �Æij (91)

D'apr�es (90), il reste le tenseur des contraintes unique gouvernant le tenseur
des d�eformations du squelette solide. Avec la d�e�nition �etendue (91), la
relation (89) est en e�et reconduite dans le cas non satur�e (Sl < 1). La
d�e�nition (85) assure de fait la continuit�e avec le cas satur�e puisqu'en y
faisant Sl = 1, on retrouve � = pl

8.

empilement de billes (en contact) de rayon R centr�ees sur un r�eseau cubique, on obtient
U(�; 0; T ) = 3�

6��
sg�sl

R .
8Dans le cas d'un mat�eriau poreux satur�e et d'un constituant solide compressible,

de module de compressibilit�e homog�ene Ks, on sait (cf. par expl. [16]) que le tenseur
des contraintes e�ectives a pour expression �0ij = �ij + bpÆij , o�u b = 1 � K0=Ks est le
coeÆcient dit de Biot, K0 �etant le module de compressibilit�e drain�e du mat�eriau poreux
�a pression interstitielle p nulle. Il est alors ais�e de montrer que le tenseur des contraintes
e�ectives g�en�eralis�ees, sous les mêmes hypoth�eses d'�elasticit�e lin�eaire et en suivant la même
d�emarche, aura pour expression �0ij = �ij + b�Æij dans le cas non satur�e.
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Dans de nombreux travaux [8], [30], [28], la pression interstitielle �equivalente
� est souvent identi��ee �a la pression Sgpg + Slpl. Nous la noterons �(Bishop)

pour la di��erencier de �, soit

�(Bishop) = Sgpg + Slpl (92)

On parle alors de tenseur des contraintes e�ectives de Bishop [8] d�e�nies par:

�0ij
(Bishop)

= �ij + (Sgpg + Slpl)Æij (93)

La relation (85) montre que la d�e�nition (93) n�eglige les e�ets de ten-
sions super�cielles et l'�energie U(�; Sl; T ) qui leur est associ�ee. De fait les
travaux conduisant �a l'identi�cation (93), lorsqu'ils �evaluent les contraintes
macroscopiques �a partir des moyennes de leurs homologues microscopiques,
ne retiennent dans cette �evaluation que les contraintes associ�ees �a la matrice
solide et aux pressions des uides. Ils n�egligent implicitement les termes qui
proviennent des tensions super�cielles, termes qui doivent pourtant être pris
en compte dans cette �evaluation "micro-macro" [12].

6.4 Pression interstitielle �equivalente � et donn�ees exp�erimentales

Particularisons ici l'expression de l'�energie libre 	s �a la forme (76) en choi-
sissant, par cons�equent, une �energie U , et une courbe de pression capillaire,
ne d�ependant pas de �, i.e. U(Sl; T ). La pression � est alors donn�e par (cf.
eq. 85)

� = Sgpg + Slpl � U(Sl; T ) (94)

L'expression incr�ementale d� issue de (94) et donn�ee par (dU = �pcdSl)

d� = Sgdpg + Sldpl (95)

a �et�e propos�ee initialement dans [27] et peut être compar�ee �a l'expression 92
de �(Bishop). La similarit�e apparente entre les d�e�nitions 92 et 95 est sans
doute encore aujourd'hui �a l'origine d'une confusion qui cache l'importance
du rôle jou�e par les interfaces dans la d�e�nition 95 de la pression intersti-
tielle �equivalente. Ainsi adopter la d�e�nition (92) de la pression interstitielle
�equivalente revient �a n�egliger la pression repr�esent�ee par l'aire gris�ee de la
�gure 1. Par exemple, avec les donn�ees exp�erimentales relatives �a l'argile
FoCa de la �gure 2, l'erreur commise en adoptant l'expression (92) s'�evalue �a
une traction d'environ 14; 5MPa, pour une temp�erature de 20ÆC, une satura-
tion de 70% et une pression capillaire correspondante de 100MPa. L'erreur
d�epasse alors les 20% puisque la valeur 14; 5MPa est �a comparer �a la valeur
�70MPa de Sgpg + Slpl (obtenue en n�egligeant la pression gazeuse pg).
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Par opposition aux �equations g�en�erales de comportement (41) ou même
(78), le tenseur des contraintes e�ectives d�e�ni par (91) reste fond�e sur
l'hypoth�ese qu'une relation du type pc = pc(Sl; T ) est conserv�ee dans le
cas d�eformable. Elle n�ecessite donc une con�rmation exp�erimentale dis-
criminante. De fait des exp�eriences e�ectu�ees �a saturation compl�ete (i.e.,
Sl = 1, �0ij = �ij + plÆij avec � = pl) et des exp�eriences e�ectu�ees sur un
�echantillon non satur�e de gonement libre (i.e., Sl < 1, �ij = 0, �0ij = �Æij
avec l'expression de � donn�ee par l'�equation (85)) doivent conduire �a la même
identi�cation de la relation de comportement liant �0ij et �ij (cf. (90)).

Des exp�eriences de cette nature ont pu être men�ees sur l'argile arti�cielle
FoCa mentionn�ee au paragraphe 5.3. Elles ont �et�e rapport�ees dans [19].

Il peut y avoir int�erêt �a distinguer les variations d'�energie �elastique as-
soci�ees �a la d�eformation volumique et aux d�eformations d�eviatoriques. �A cet
e�et introduisons la contrainte hydrostatique moyenne � et les composantes
sij du d�eviateur des contraintes d�e�nies par:

� =
1

3
�kk sij = �ij �

1

3
�kkÆij (96)

Soit �egalement � et eij, la d�eformation volumique et les composantes du
d�eviateur des d�eformations d�e�nies par:

� = �kk eij = �ij �
1

3
�kkÆij (97)

Les �equations (90) se d�ecomposent alors de la fa�con suivante:

� + � =

 
@ws

@�

!
eij

(98)

sij =

 
@ws

@eij

!
�

(99)

Dans le d�epouillement des essais il est d'usage de pr�ef�erer l'indice des
vides e �a la variation volumique �kk. Cet indice est d�e�ni comme le rap-
port du volume des vides au volume du constituant solide. La mesure de
e pr�esente l'int�erêt de ne plus avoir besoin de d�e�nir un �etat de r�ef�erence
sous l'hypoth�ese d'un constituant solide dont les variations de volume sont
n�egligeables. Dans cette hypoth�ese naturelle pour les sols, notant e0 l'indice
des vides initial, on a la relation:

�kk =
e� e0
1 + e0

(100)
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Argumentant alors ws avec les variables e et eij plutôt qu'avec � et eij, on
obtient alternativement �a (98) et (99)

� + � = (1 + e0)

 
@ws

@e

!
eij

(101)

sij =

 
@ws

@eij

!
e

(102)

Des exp�eriences e�ectu�ees en conditions satur�ees sur les argiles et en
particulier l'argile FoCa, montrent que le comportement d�eviatorique (102)
s'approche d'un comportement �elastique isotrope lin�eaire et, par cons�equent,
d�ecoupl�e du comportement volumique d�e�ni par (101). Ce dernier, en re-
vanche, pr�esente un caract�ere non lin�eaire que permet d'identi�er l'exp�erience
de compression isotrope. Concernant l'argile FoCa, l'exp�erience de compres-
sion isotrope �a saturation unitaire constante a donn�e les r�esultats de la �gure
8 o�u l'indice des vides e est report�e en fonction du logarithme de la contrainte
e�ective moyenne �0 = � + pl. La partie BC de la courbe de chargement
correspond �a une phase r�eversible �elastique non lin�eaire, objet de l'approche
ici d�evelopp�ee. On peut en rendre compte avec pr�ecision par la relation
di��erentielle classique:

de = ��
d�0

�0
(�0 = � + pl et Sl = 1) (103)

Le coeÆcient � est �evalu�e �a � = 0:1.
L'exp�erience de sorption isotherme rapport�ee au paragraphe 5.3 corre-

spond �a un �echantillon qui se sature progressivement (par sorption) sous
contrainte nulle �ij = 0. La pression � et, par l�a, la contrainte e�ective
�0ij = �Æij peuvent être �evalu�ees en fonction de la pression capillaire pc �a
l'aide de la relation (85) et de la courbe de pression capillaire de la �gure 2,
d�eduite de l'isotherme de sorption. Dans cette exp�erience la pression capil-
laire est relâch�ee progressivement et l'�echantillon gone. L'indice des vides
e peut être mesur�e et report�e �a nouveau en fonction du logarithme de la
contrainte e�ective moyenne, cette fois-ci �egale �a �0 = �. La �gure 9 rend
compte des r�esultats correspondant �a l'argile FoCa. La courbe obtenue peut
être �a nouveau approch�ee avec pr�ecision par la relation di��erentielle:

de = ��0
d�0

�0
(�0 = � et Sl < 1) (104)

Les deux exp�eriences, de natures tr�es di��erentes, sont ind�ependantes. On
constate pourtant un tr�es bon accord entre les deux fonctions e(�0) identi��ees
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Figure 8: Indice des vides en fonction du logarithme de la contrainte e�ective
moyenne dans une exp�erience de compression isotrope sur un �echantillon
satur�e.

intervenant dans la relation (101) puisque l'�evaluation de 0:1 pour �0 est la
même que celle de �. Cet accord persiste pour les deux temp�eratures des
exp�eriences r�ealis�ees, T = 20ÆC et T = 80ÆC. Cela con�rme la pertinence de
la notion de pression interstitielle �equivalente � et de la contrainte e�ective
�0 = � + � qui lui est attach�ee, pour rendre compte de la phase �elastique
du comportement de l'argile ici �etudi�ee. Des exp�eriences ind�ependantes [11],
[17], r�ealis�ees sur des b�etons de natures tr�es di��erentes (b�eton cellulaire et
b�eton ordinaire), ont conduit �a des conclusions analogues �a celles rapport�es
ici.

7 Approche �energ�etique, approche "micro-macro"

et hyst�er�esis

7.1 Pression interstitielle � et approches "micro-macro"

L'approche �energ�etique de la poro�elasticit�e a �et�e d�evelopp�ee jusqu'ici �a l'�echelle
macroscopique sans tenir compte d'informations microscopiques telles que la
g�eom�etrie des domaines occup�es par les constituants solide et uides ou la
connaissance des lois de comportement de ces constituants �a l'�echelle micro-
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Figure 9: Indice des vides report�e en fonction de log(��) dans une exp�erience
de gonement libre d'un �echantillon en cours de saturation.

scopique. L'existence d'un potentiel macroscopique 	sq, tel que d�e�ni par
(22,23) et conduisant aux relations d'�etat (39), peut de fait être prouv�ee
par des m�ethodes d'homog�en�eisation [13], [21]. Ces m�ethodes permettent,
de plus, de pr�eciser la forme des lois macroscopiques �a partir des connais-
sances microscopiques sur le mat�eriau. Il est ainsi int�eressant d'examiner la
pertinence du concept pr�ec�edent de pression interstitielle �equivalente � �a la
lumi�ere des r�esultats fournis par ces approches "micro-macro".

La mod�elisation microm�ecanique et l'�etude par homog�en�eisation des mi-
lieux poreux non satur�es a conduit �a g�en�eraliser le lemme de Hill [12]. Ce
r�esultat tr�es g�en�eral repose uniquement sur une mod�elisation mixte 3D-2D
de la microstructure de ces mat�eriaux, prenant en compte les tensions de
surfaces solide-uides et uide-uide. Rappelons cet important r�esultat. �A
l'�echelle de la microstructure que constitue un volume �el�ementaire d
 de mi-
lieu poreux, on distingue un sous-domaine solide d
s dans lequel s'exerce un
champ de contrainte microscopique ~�ij, deux sous-domaines uides, liquide
et gaz, dans lesquels s'exerce un champ de contrainte isotrope homog�ene
par morceaux �egal respectivement �a �plÆij et �pgÆij et une surface d! �a
l'interface des trois sous-domaines pr�ec�edents dans laquelle s'exerce des ef-
forts membranaires rep�esent�es par un champ de tenseur Æ!ij o�u  est la
tension de surface et Æ!ij le tenseur unitaire du plan tangent �a la surface d!,
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c'est-�a-dire Æ!ij = Æij � ninj o�u ni est le vecteur unitaire normale �a d!. Le
lemme de Hill �etabli par [12] conduit alors �a identi�er le lien entre le tenseur
des contraintes macroscopiques �ij et les e�orts s'exer�cant �a l'�echelle micro-
scopique dans les sous-domaines 3D et 2D sous la forme:

�ij = (1� �)h~�ijid
s � (�gpg + �lpl)Æij +
1

jd
j

Z
d!
Æ!ijda (105)

o�u hfiV repr�esente la moyenne de f sur V .
Dans le cas d'un sol satur�e o�u la pression interstitielle de liquide est p et

o�u les e�orts d'interfaces se r�eduisent �a la tension solide-liquide sl s'exer�cant
�a la surface d!s du solide, le tenseur des contraintes macroscopiques est alors
donn�e par la relation

�ij = (1� �)h~�ijid
s � �pÆij +
1

jd
j
sl

Z
d!s

Æ!ijda (106)

Par comparaison �a (106), l'interpr�etation même de � comme pression inter-
stitielle �equivalente implique que dans le cas non satur�e on doit avoir:

�ij = (1� �)h~�ijid
s � ��Æij +
1

jd
j
sl

Z
d!s

Æ!ijda (107)

Pour que le concept de pression interstitielle �equivalente soit pertinent, (105)
et (107) doivent être simultan�ement vraies. On obtient alors l'identit�e:

�Æij = (Sgpg + Slpl)Æij +
1

�jd
j

�
sl

Z
d!s

Æ!ijda�
Z
d!
Æ!ijda

�
(108)

Le dernier terme du membre de droite de (108) repr�esente la contribution des
e�orts dans les interfaces �a la pression �. D'apr�es (108) cette contribution
doit se ramener n�ecessairement �a un tenseur isotrope. En prenant la trace
de ce tenseur il vient alors:

1

jd
j

�Z
d!
Æ!ijda� sl

Z
d!s

Æ!ijda
�
=

2

3
(sl!sl + sg!sg + lg!lg � sl!s)Æij

(109)
On reconnâ�t, dans le membre de droite de (109), la variation, �a un coeÆcient
2
3
pr�es, de l'�energie libre des interfaces �U . L'�equation (109) peut donc

s'�ecrire �a nouveau

1

jd
j

�Z
d!
Æ!ijda� sl

Z
d!s

Æ!ijda
�
=

2

3
�UÆij (110)

L'isotropie des e�orts s'exer�cant dans les interfaces que traduit l'identit�e
(109) ou (110) apporte ainsi un �eclairage nouveau sur l'origine physique de
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l'hypoth�ese de la pression intertitielle �equivalente ou de s�eparation d'�energie
sur laquelle elle repose. La combinaison de (108) et (110) donne une nouvelle
expression de � ne reposant que sur des consid�erations de statique et non
�energ�etiques:

� = Sgpg + Slpl �
2

3
U (111)

C'est ainsi le terme �2
3
U , correspondant �a la contribution des tensions super-

�cielles �a la contrainte macroscopique, qui est ignor�e dans les approches adop-
tant la d�e�nition de Bishop (93) de la contrainte e�ective. Mais l'�equation
(111) montre aussi que, dans le cas d�eformable, il faut remette en cause
l'hypoth�ese d'une pression capillaire, et ainsi d'une �energie libre U , ne d�ependant
que de Sl et de T . C'est en e�et cette hypoth�ese qui a conduit �a l'identi�cation
(94), � = Sgpg + Slpl � U . Ce constat va nous permettre de montrer, dans
les sections suivantes, de quelle mani�ere l'�energie des interfaces et les courbes
de pression capillaire doivent n�ecessairement d�ependre de la porosit�e �.

7.2 Prise en compte de la d�eformation dans l'�energie

libre des interfaces

Une hypoth�ese moins restrictive que la forme U(Sl; T ) adopt�ee �a la section
pr�ec�edente et dans l'expression (76) de l'�energie libre consiste �a faire d�ependre
U de la porosit�e comme cela a �et�e propos�ee �a la section 6.1 dans (77).

Avec cette expression de 	sq, l'expression 94 de la pression interstitielle
�equivalente � doit être rempla�c�ee par l'expression 85, c'est-�a-dire

� = Sgpg + Slpl �

 
@(�U)

@�

!
Sl;T

(112)

La comparaison de (112) et de (111) entrâ�ne la relation di��erentielle par-
tielle:

@(�U)

@�
=

2

3
U (113)

qui a pour solution
U(�; Sl; T ) = ��1=3�(Sl; T ) (114)

ou alternativement

U(�; Sl; T ) =

 
�

�0

!
�1=3

U0(Sl; T ) (115)

en d�e�nissant U0 par
U0(Sl; T ) = U(�0; Sl; T ) (116)
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L'expression de l'�energie libre 	sq prend alors la forme

	sq(�ij; Sl; T ) = �2=3�(Sl; T ) +  s(T; �ij) (117)

La pr�esence de l'exposant 2=3 dans l'expression de l'�energie des interfaces
�2=3�(Sl; T ) s'interp�etre de la fa�con suivante. Lors d'une variation de l'espace
poreux �a degr�e de saturation et temp�erature constantes, l'�energie des inter-
faces varie alors uniquement en fonction de la variation de leurs aires. Au lieu
de varier comme � dans l'expression initiale (76), l'expression (117) montre
qu'elles varient comme �2=3 pour prendre en compte le caract�ere bidimen-
sionnel associ�e �a cette �energie de surface9.

7.3 Courbes de pression capillaire en milieu d�eformable

Examinons maintenant les cons�equences de la nouvelle expression de 	sq sur
les courbes de pression capillaire. En l'absence d'hyst�er�esis la loi d'�etat (41)
prend donc la forme:

pc = �

 
@U

@Sl

!
�;T

(118)

Compte tenu de la forme prise par U , �equations (114) ou (115), elle s'�ecrit
plus explicitement:

pc = ���1=3
 
@�

@Sl

!
T

(119)

ou bien

pc = �

 
�

�0

!
�1=3  

@U0

@Sl

!
T

(120)

L'exposant �1=3 dans (119) ou (120) indique la fa�con dont la pression capil-
laire varie lors d'une variation de l'espace poreux �a degr�e de saturation et
temp�erature constantes. Il s'interpr�ete de la même fa�con que l'exposant 2=3
de la section pr�ec�edente �a la di��erence que ce sont les distances et non les sur-
faces qui sont en jeu. En e�et �a l'�echelle microscopique, la pression capillaire
est inversement proportionnelle au rayon de courbure du m�enisque capillaire,

9Ainsi lors d'une d�eformation du squelette d�e�nie par le tenseur des d�eformations �ij
et d'une variation de son volume poreux d�e�nie par Æ� = � � �0, l'aire des interfaces est
suppos�ee varier comme �2=3. Pour mieux comprendre ce r�esultat illustrons le en choisissant
de d�ecrire la d�eformation du squelette, �a l'�echelle microscopique, par une homoth�etie de
rapport �, c'est-�a-dire par un champ de d�eplacement microscopique d�e�ni par (� � 1)~xi,
o�u ~xi d�e�nit le vecteur position �a l'�echelle microscopique. Il est alors ais�e de v�eri�er qu'�a
cette �echelle tout volume et, en particulier, le volume de l'espace poreux varie comme �3

et toutes surfaces comme �2.
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comme l'indique la loi de Laplace. Or ce rayon de courbure varie ici comme
les distances microscopiques lors d'une d�eformation du squelette, �a degr�e de
saturation et temp�erature constantes, c'est-�a-dire comme �1=3.

Les courbes de pression capillaire �etant maintenant suppos�ees connues
sous une forme pc(�; Sl; T ) respectant (119) ou (120), l'�equation d'�etat (118)
permet d'identi�er U(�; Sl; T ) sous la forme:

U(�; Sl; T ) =
Z 1

Sl

pc(�; s; T )ds (121)

et la pression �equivalente � sous la forme:

� = Sgpg + Slpl �
2

3

Z 1

Sl
pc(�; s; T )ds (122)

Cette expression de � di��ere par le facteur 2
3
de l'expression (94) trouv�ee

pr�edemment. Paradoxalement l'approche "micro-macro", d�evelopp�ee dans
[14] con�rme pourtant l'expression (94) de � lors d'une imbibition consistant
�a saturer un mat�eriau poreux dont la g�eom�etrie particuli�ere du r�eseau poreux
(d�ecrite �a la section 5.4.2) est form�ee d'un ensemble de pores sph�eriques reli�es
par de �ns capillaires. Toutefois la relation (122), n'est v�eri��ee que dans le
cas de transformations non dissipatives. Or la section 5.4.2 a montr�e que dans
un tel mat�eriau l'imbibition correspond �a une �evolution dissipative due aux
ph�enom�enes d'hyst�er�esis capillaire. Force est donc de conclure que le facteur
2
3
observ�e dans (122) provient de la non prise en compte des ph�enom�enes

d'hyst�er�esis.

7.4 Hyst�er�esis en milieu d�eformable

Dans le cadre d'un comportement �elastique pour le squelette solide, les
�equations d'�etat (39) et (42) sont conserv�ees. En pr�esence d'hyst�er�esis et
en conservant toujours une forme d'�energie libre donn�ee par les relations
(117), la positivit�e de l'�energie dissip�ee (32) s'�ecrit:

��(pc +
@U

@Sl
)dSl � 0 (123)

o�u U est donn�ee par (114) ou (115). Il est alors naturel de d�ecrire les courbes
de drainage et d'imbibition en prenant en compte la d�eformation du squelette
de la même fa�con que dans la section pr�ec�edente. Les courbes de drainage et
d'imbibition sD(Sl) et sI(Sl), introduites en 5.4.1, doivent alors maintenant
d�ependre, en plus de la temp�erature T , de la porosit�e �. Elles doivent être
rempla�c�ees, dans (62) et (63), par les expressions:
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sI(�; Sl; T ) =

 
�

�0

!
�1=3

sI0(Sl; T ) (124)

sD(�; Sl; T ) =

 
�

�0

!
�1=3

sD0(Sl; T ) (125)

L'analyse macroscopique faite �a la section 5.4.1 peut alors être reconduite
enti�erement �a condition de remplacer U; sI; sD par U0; sI0; sD0 et d'analyser

les courbes non plus dans le plan [Sl; pc] mais dans le plan [Sl;
�

�
�0

�1=3
pc]. En

particulier les in�egalit�es (65) sont toujours vraies si bien que nous obtenous
un encadrement de U(�; Sl; T ) sous la forme:

Z 1

Sl

sI(�; s; T )ds � U(�; Sl; T ) �
Z 1

Sl

sD(�; s; T )ds (126)

et par la même occasion un encadrement de la pression �equivalente �:

Sgpg+Slpl�
2

3

Z 1

Sl
sD(�; s; T )ds � � � Sgpg+Slpl�

2

3

Z 1

Sl
sI(�; s; T )ds (127)

Faute de connâ�tre la forme pr�ecise de l'�energie U et sans plus d'informations
que celles obtenues par l'analyse macroscopique on ne peut expliciter plus
l'expression de �.

Dans le cas particulier du mat�eriau envisag�e dans [14] et d�ecrit en 5.4.2,
l'information est donn�ee par la morphologie sph�erique de l'espace poreux
et l'hypoth�ese d'un angle de contact nul. En reprenant la d�emarche de la
section 5.4.2 on �etablit dans un premier temps que les relations (66), (67)
et (69) demeurent vraies �a condition de remplacer respectivement sI(Sl) par
sI(�; Sl; T ), sD(Sl) par sD(�; Sl; T ), �0 par � et U(Sl) par U(�; Sl; T ). Puis
en permettant maintenant aux pores sph�eriques de se d�eformer de fa�con
homoth�etique c'est-�a-dire en v�eri�ant la relation

dR�

R�

=
d�

3�
8� (128)

on montre la relation di��erentielle suivante sur �U :

d(�U) = �
3

2
�sIdSl +

2

3
Ud�+ �

@U

@T
dT (129)

avec �@U
@T

d�e�nie par la même expression (69) de �U mais dans laquelle lg est

remplac�ee par
dlg
dT

. On remarque aussi qu'au passage on retrouve la relation
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(113), @(�U)
@�

= 2
3
U . On retrouve alors des relations analogues �a (71) et (72)

pour � @U
@Sl

et U(�; Sl; T ) c'est-�a-dire

�
@U

@Sl
=

3

2
sI(�; Sl; T ) (130)

�
@U0

@Sl
=

3

2
sI0(Sl; T ) (131)

U(�; Sl; T ) =
3

2

Z 1

Sl
sI(�; s; T )ds (132)

Avec l'expression (132) de U , on obtient ainsi � sous la forme:

� = Sgpg + Slpl �
Z 1

Sl
sI(�; s; T )ds (133)

Ce r�esultat, d�emontr�e dans le cadre d'une approche "micro-macro" par [14]
et fond�ee sur l'interpr�etation microscopique de l'hyst�er�esis ci-dessus adopt�ee,
re�coit maintenant son explication dans l'identi�cation (132).

8 Conclusions

L'approche �energ�etique a montr�e le rôle particuli�erement important que joue
l'�energie des interfaces solide-uides et uide-uide dans le comportement
aussi bien m�ecanique qu'hydrique des sols non satur�es. La compr�ehension
progressive du comportement du sol en termes d'�energies en le consid�erant
tout d'abord comme ind�eformable puis d�eformable a permis de construire
un cadre de mod�elisation bas�e sur l'hypoth�ese de s�eparation de l'�energie des
interfaces et de celle du constituant solide. Cette hypoth�ese de s�eparation
d'�energie conduit alors �a l'existence d'une pression interstitielle �equivalente
de uide, not�ee �, qui du point de vue m�ecanique montre que le comporte-
ment du mat�eriau non satur�e est identique �a celui qu'il aurait s'il �etait satur�e
et soumis �a une pression de liquide � fonction de son �etat actuel de satu-
ration. La d�emarche montre comment calculer cette pression interstitielle
�equivalente notamment en fonction des courbes de pression capillaire en
l'absence de ph�enom�enes d'hyst�er�esis. Le lien �energ�etique entre la pression
� et ces courbes est l'�energie des interfaces. A la lumi�ere de l'approche
"micro-macro", son expression est corrig�ee a�n de rendre compte de l'e�et
de la d�eformation sur les courbes de pression capillaire. Dans le cas des sols
granulaires, o�u la variation de volume des grains solides peut être n�eglig�ee,
la d�eformation �elastique du sol n'est in �ne gouvern�ee que par la seule con-
trainte "e�ective" �ij + �Æij.
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L'approche �energ�etique macroscopique est apte �a int�egrer les e�ets d'hyst�er�esis
capillaire. L'expression de � fait toujours intervenir de la même fa�con l'�energie
des interfaces mais �a cause des ph�enom�enes dissipatifs le lien avec les courbes
de drainage et d'imbibition n'est alors plus imm�ediat. L'identi�cation exp�erimentale
macroscopique de l'�energie des interfaces, clef de l'approche, n�ecessite alors
une interpr�etation microscopique de l'hyst�er�esis capillaire dont elle est ainsi
en partie tributaire. L'approche �energ�etique n'a trait�e ici que des �evolutions
r�eversibles, �elastiques, du constituant solide. Les e�ets d'hyst�er�esis capil-
laire peuvent toutefois induire des d�eformations irr�eversibles apparentes du
squelette solide: aux mêmes contraintes et pressions de uides (�ij; pl; pg)
peuvent en e�et correspondre des saturations di��erentes et, par couplage,
des d�eformations di��erentes. Le concept de pression interstitielle �equivalente
� met ipso facto en �evidence le côt�e apparent de ces d�eformations irr�eversibles
puisqu'au même couple (�ij; �) ne correspond qu'un seul �etat de d�eformation.

Le squelette solide d'un sol, du fait notamment des mouvements irr�eversibles
des particules solides le constituant, subit toutefois des d�eformations irr�eversibles.
Pour l'argile FoCa ces d�eformations correspondent �a la partie AB de la courbe
de chargement de la �gure 8 pour laquelle l'�echantillon d'argile test�e subit
des variations irr�eversibles de l'indice des vides. A�n d'en rendre compte
des mod�eles de comportement plastique doivent alors être d�evelopp�es. Un
mod�ele ph�enom�enologique plastique [2], qui commence �a faire l'unanimit�e,
a �et�e �elabor�e dans la poursuite de l'esprit du mod�ele classique du "Cam-
clay" d�evelopp�e pour les argiles satur�es et a �et�e replac�e dans le contexte
de l'approche �energ�etique [20]. Cette approche peut ainsi constituer une
base g�en�erale pour l'�elaboration de mod�eles macroscopiques de comporte-
ment �elasto-plastique des sols non satur�es.
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