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résumé: Dansla conceptiond’un systèmed’aide à la conduitequi reposesur la détection

desmarquagesroutiers,la robustesseauxperturbationsestd’uneimportancecruciale, et,pour

être utilisable, la détectiondoit être accompagnéed’unemesure deconfiance. Nousformulons

le problèmededétectiondesmarquagesdanslesimagescommeceluidel’estimationdespara-

mètresd’un modèledecourbe, à partir depointsextraits de l’image par uneprocédure origi-

nale. Cetteapprochenouspermetdebénéficierdela robustessedesM-estimateursetd’obtenir

unemesurenaturelledeconfianceau traversdela matricedecovariancedel’estimée.

Aprèsunerelecture originale desM-estimateurs dansle formalismelagrangien,nouspro-

posonsdeuxfamillesparamétriquesde modèlesde bruit qui permettentunetransitionconti-

nue entre modèlesgaussienset non gaussiens.Nousapprofondissonsaussiplusieurs points

rarementabordésen vision par ordinateur, et pourtant incontournablesen pratique, comme

l’estimationdesparamètresdu modèlede bruit et la définition de la matrice de covariance

approchée. Nousmontronsexpérimentalementquela précisiondela matricedecovarianceest

beaucoupplustributaireduchoixdesparamètresquecelledel’estimation.Unenouvelleforme

de matricede covarianceapprochée, moinssensiblede ce point de vue, estproposée. Enfin,

nousprésentonsdesmatricespeucoûteusesentempsdecalcul et qui peuventêtre utilesdans

denombreusesapplications.

mots-clefs: Détection,évaluationdela détection,estimationrobuste,M-estimateur, matrice

decovariance,Reconnaissance,traitementd’images,systèmed’aideà la conduite.
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title : Robustestimationfor camera-baseddetectionandtracking

abstract : Whendesigninga Driving AssistanceSystembasedon lane-markingsdetection,

therobustnessof theoutputsis a crucial issue. Moreover, to beintegratedinto complex control

systems,they mustbeaccompaniedwith someconfidencemeasure. Formulatingroadmarkings

detectionastheproblemof estimatingtheparametersof a lanemodel,usingfeaturesextracted

fromthe image by an original procedure, we can benefitfromthe robustnessof M-estimators

andconsiderasa natural confidencemeasure thecovariancematrixof theestimate.

After revisiting M-estimators in an original, Lagrangian formalism,we proposetwo pa-

rametric familiesof noisemodels,that allow a continuoustransitionbetweenGaussianand

non-Gaussianmodels.Then,wefocuson several pointsof major practical importance, though

seldomaddressedin computervision,such astheestimationof noiseparameters andthedefi-

nition of theapproximatecovariancematrix. We experimentallyshowthat theaccuracyof the

covariancematrix dependsmuch more on thetuningof parameters thantheoneof theestima-

tion itself. A new approximationof thecovariancematrix, lesssensitiveto thenoisemodel,is

proposed.Finally, weexhibit new matrices,fasterto compute, that mightbeusedwith advan-

tagesin manyotherapplications.

keywords : Detection,evaluationof detection,robust parameterestimation,M-estimators,

covariancematrix, recognition,imageprocessing,driving AssistanceSystems.

3



1 intr oduction

Danslesapplicationsémergentes,tellesquelessystèmesintelligentsdetransport,lescamé-

raset leursalgorithmesd’analysed’imagessontconsidérésdeplusenpluscommeun capteur

spécialisé,aumêmetitre qued’autres.Commetout systèmequi utilise un capteur, le dispositif

devision doit fournir desrésultatstrèsfiableslorsquela sécuritédesusagersestimpliquée.La

robustesseà touteperturbationestdoncnécessaireet le résultatdoit êtreaccompagnéd’une

mesure de confianceafin d’être intégréde façonsûredansdessystèmesde plus hautniveau,

commelessystèmesdecommandedevéhicule.

Beaucoupd’algorithmesd’analysed’images,tels quela segmentationd’imagesou la dé-

tectionde courbes,peuvent êtreformalisés,en partieou complètement,commeun problème

d’estimation.L’estimationpar la méthodeclassiquedesmoindrescarrésest trèssouvent uti-

lisée.Cetteméthodefournit unematricede covarianceexactede l’estimée,qui constitueune

mesurede confiancenaturelle.Cependant,en pratique,le bruit est rarementgaussien,ce qui

rend la tâched’estimation,ou de régression,plus difficile. Dansle cadrerobuste,il estpos-

sibledetraiterdesmodèlesdebruit nongaussienqui conduisentgénéralementàdesproblèmes

d’optimisationnon-linéaires.Heureusement,desalgorithmesitératifs,commelesméthodesdes

moindrescarréspondérésitératifs,permettentderésoudrecesproblèmesd’estimationrobuste,

dansle contextedesM-estimateurs[18].

La classedesfonctionsdebruit, pourlesquellesla convergencedesM-estimateursestprou-

vée,a étéétendueenutilisant la théoriesemi-quadratique[5, 11], dontnousproposonsici une

relecturedansle formalismelagrangien.Cependant,le choixdela fonctiondepotentielestune

questionimportante,rarementabordéeen vision par ordinateur. Danscet article,nousanaly-
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sonsceproblème,communà touslesalgorithmesdedétectionou desuivi robuste.Cecinous

conduità introduiredesmodèlesdebruit paramétriquesqui donnentunemeilleuredescription

desperturbationsobservées,dansnotreapplication.Deplus,le choixdupotentielpeutavoir des

conséquencesimportantesentermedesensibilitédel’estimationparrapportauxchoix despa-

ramètresdemodèledebruit, surtoutlorsquele potentielutiliséestnon-convexe.Nousdiscutons

égalementdecettedifficultéeet nousproposonsdesméthodespourestimercesparamètres.

Le problèmede définition d’une mesurede confiancedansle casde l’estimationrobuste

estégalementpeuabordéenvision parordinateur. Pourdesraisonsdenon-linéarité,unedéfi-

nition exactede la matricedecovariancesembledifficile à obteniret desapproximationssont

nécessaires.Unefaçond’aborderceproblèmeestd’étudierle comportementasymptotiquede

l’estimateurrobuste: Huber[18] proposeplusieursapproximationsdela matricedecovariance.

Mais cesmatricesnesontvalablesquelorsquele nombrede donnéesesttrèsgrand.Dansun

contexte différent,commele filtragedeKalmanrobuste,où la questiondela matricedecova-

rianceesttrèsimportante,d’autresapproximationsont étéproposéesdans[6] et dans[25] par

exemple.Toutefois,aucunejustificationn’est fournieet la validationa seulementétéfaitesur

dessimulations.

Nousprésentonsuneexpériencesur desdonnéesréellesafin de comparercesapproxima-

tionsdematricedecovariance.Or, d’aprèscettecomparaison,aucunedesapproximationspro-

poséesne donnedesrésultatssuffisammentpertinentslorsqueles perturbationssont fortes.

Nousavonsdoncétéamenésà enproposerunenouvelle.Contrairementà cellesproposéespar

Huber, elle n’estpasasymptotiqueet sesperformancesexpérimentalessontbienplussatisfai-

santes.Notreapplicationd’assistanceaucontrôlelatéraldu véhiculeimposeunecontraintede

tempsréel,aussil’approximationdela matricedecovariancedoit-ellenonseulementêtrepré-
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cise,maisaussirapideà calculer. Nousprouvonsfinalementqu’en utilisant deséquivalences

entrelesapproximationsdesmatricesdecovariance,desexpressionsmoinscoûteusesentemps

decalculpeuventêtredéduites.

Dansla partie2,nousprésentonsle contextedel’applicationainsiqu’unalgorithmeoriginal

d’extractiondesmarquages.Lesdonnéesextraites,supposéesbruitées,sontalorsutiliséespar

unalgorithmerobusted’estimationdecourbes,présentédansla partie3. Puis,nousprésentons,

dansla partie4, uneétudede la robustessedesalgorithmesd’estimation,en introduisanttrois

famillesparamétriquesdemodèlesdebruit qui permettentunetransitioncontinueentredesmo-

dèlesgaussienset nongaussiens.Cesdernierspermettentdemieuxmodéliserlesperturbations

surlesdonnées,etaméliorentdoncla convergencedel’algorithme.Enfin,dansla partie5, nous

proposonsuneméthoded’évaluationde la confianceaccordéeauxrésultatsde l’estimationen

utilisant la matricede covariance.Desnouvellesapproximationsde la matricede covariance

sontprésentéesetcomparéesdeaveclesmatricesexistantes.Unepreuveexpérimentaledeleur

robustesseestproposée.

2 détectionet suivi desmarquagesavecdesdonnéesbruitées

Après la descriptionde notre application,nousjustifionsnotre approchede la détection,

décrivons l’extracteurd’élémentsde marquages,puis présentonsle modèleanalytiquede la

route.
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2.1 systèmesd’aide à la conduite

Utiliser descamérasdanslessystèmesd’aideà la conduitea pourbut defournir desinfor-

mationsfiablesetprécises,à la fois surla routeetsurl’environnementduvéhicule.Un exemple

importantd’applicationestle modulededétectionet desuivi desmarquagesqui doit fournir,

entempsréel,la distancelatéraleduvéhiculeparrapportà la routeet,éventuellement,sacour-

bure.Le choix de la positionde la camérasur le véhiculeet de sonorientation(cf. figure 1)

conditionnele type de paramètresqui peuvent êtreestimésainsi que la précisionde mesure.

Dansla configurationoù la caméraestpositionnéeverticalementsurle côtéduvéhicule,la dis-

tanceauxmarquageslatérauxpeutêtreestiméetrèsprécisément(avecuneerreurdel’ordre de

2 cmenmoyenne).Cen’estpasle caslorsquela caméraestdirigéeversl’avantduvéhicule.En

revanche,la courbureet,plusgénéralement,la géométriedela routen’estmesurablequedans

cettedernièreconfiguration.C’estpourquoila plupartdessystèmesdevision pourla détection

et le suivi desmarquagessontconçusavecunecaméraqui pointeversl’avantdu véhicule.

Dans le systèmede vision que nousprésentons,au contrairede [9, 26, 4, 1], plusieurs

caméras,montéeset positionnéesdansdesconfigurationsdifférentes,peuventêtreemployées

enmêmetemps.Leursimagessontalorstraitéesavecle mêmealgorithme,afin dedonnerdes

estimationsprécisesà la fois de la géométriede la route et de la positiondu véhicule[19].

De surcroit,par rapportà [9, 26, 4], notreapprochepermetuneévaluationde la qualitéde la

détection.
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2.2 classificationdesperturbations

L’avantaged’avoir uneimagedela routeestdedisposerd’un nombreimportantd’informa-

tionsgéométriqueset photométriques.Cependant,cettemassed’informationsreprésenteaussi

desinconvénients.En effet, l’information utile peutêtreperdueparmiunequantitéimportante

de perturbationsinduitesnotammentpar les arbres,les panneauxde publicité ou les nuages.

Notonsqu’unepartiede cesperturbationspeutêtresuppriméepar l’extractionde caractéris-

tiqueslocalesbienchoisiesdansles images,avant la détectionproprementdite. Un autretype

deperturbationssusceptiblesd’affecterla tâchededétectionest,aucontraire,le manqued’in-

formation,souvent dû, dansle casde la détectionet du suivi desmarquages,à l’effacement

de la peintureou l’occultation desbandespar desobstacles.Nouspouvonsdoncclasserles

perturbationsdansdeuxgrandesclasses:

1. bruitsdu capteuret perturbationsdusà la présencededonnéesparasites,

2. manqued’informations: peintureeffacée,occultations,trèsmauvaiseillumination.

Commentnotrealgorithmede détectiontraite-t-il cesproblèmes? Les perturbationsde la

premièreclassesont traitéesen deuxétapesqui consistentà utiliser un algorithmed’extrac-

tion localedesmarquagespuis un algorithmed’estimationrobustede courbe.Pourtraiter les

perturbationsde la secondeclasse,nousutilisonsuneinterpolationtemporelleenassociantle

détecteuràunfiltre deKalman.Poursimplifier la présentation,nousnouslimitons ici aucasde

la détectionet le lecteurestinvité à seréférerà [25] pourunedescriptiondu systèmedesuivi

temporel.
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2.3 extraction du centredesmarquages

Un algorithmeclassiquededétectiondecontoursfournit trop d’informationslorsqu’onne

s’intéressequ’aux marquages.Il existe peud’algorithmesde détectionde basniveauqui uti-

lisentdescritèresgéométriquesconcernantl’objet d’intérêt.Pourtant,sélectionnerlesdonnées

utilesavecdescritèresgéométriqueset nonseulementphotométriquesestparticulièrementef-

ficace[14]. Dansle casdesmarquagesroutiers,on peututiliser la largeurde la bande,qui est

approximativementconstante,commecritèredesélection.Dansla premièreétapede l’extrac-

tion, le calculdu gradienthorizontald’intensitédespixelsesteffectué.Si la valeurdu gradient

estsupérieureàSG, alorson chercheunplateaud’intensitédontla longueurestdansun certain

intervalle
�
Sm � SM � . Enfin, le centredeceplateauestextrait envuedela détection.

L’objectif estd’obtenir le plusgrandnombrededonnéesqui appartiennentauxmarquages

deroutetout enréduisantle pluspossiblelesperturbations; danstouslescasle problèmedes

perturbationsrésiduellesseratraité par l’algorithme d’estimationrobuste.Pour ne pasman-

querla détectiondesmarquagesdanscertainesconditionsdeluminosité,nousdevonsfixer un

seuilSG aussifaiblequepossible.En outre,la détectionsefait sur l’image entière.Cesfaibles

contraintesimposéesà l’algorithmed’extractionsontnomméeshypothèsededétectionconser-

vative. Cettehypothèseestaussiutiliséedans[14, 10], par exemple.Il seraitenvisageablede

limiter l’extractiondesdonnéesdansdeszonesd’intérêtgrâceauxméthodesdesuivi decourbe.

Cependant,onrisqueraitdespertesdedétectionlorsqu’il y adisparitiondel’ancienmarquageet

apparitiond’un nouveaupluséloigné.De plus,l’algorithmed’extractiondemarquageproposé

estsuffisammentrapidepourquechaqueimagesoit analyséeentièremententempsréel.

Pourchaquelignex del’imageanalysée,soityinit la colonnedupremierpixel pourlequelle
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gradientd’intensitéestsupérieurauseuilSG. Soityf in la colonnedupixel qui terminele plateau

d’intensitédébutéenyinit . Alors, il y a détectionsi yf in - yinit estdansl’intervalle
�
Sm � SM � où

Sm � Cmx � Dm etSM � CMx � DM. Le rôledeSm etdeSM estprépondérantdansla détectiondes

marquageset dansle rejetdesfaussesdétectionslocales.Aussi le choix deCm, CM, Dm et DM

doit-il êtreenaccordavecla configurationdela caméra.Parexemple,pourunevueplongeante

dela voiecommele montrela figure1,Cm � CM � 0, Dm etDM sontcalculésentenantcompte

de la calibrationde la caméraet despetitesvariationsde la largeurdesmarquages.Soientles

paramètressuivants:

– θ estl’angle forméparl’axedeviséedela caméraavecle plandela route,

– h estla hauteurdela caméraparrapportausol,

– αy etαx sontrespectivementl’inversedela largeurd’un pixel etdesalongueur(la focale

estégaleàun),

– � x0 � y0 � estle centredel’imageenpixels,

– lm et lM sontlesbornesinférieureet supérieuredela largeurdesmarquagessurla route.

Ainsi, compte-tenudesparamètresintrinsèqueset extrinsèquesdu calibragede la caméra,

Cm, CM, Dm etDM sontcalculésà partir desformulessuivantesdansle casgénéral:

Ci � l iαycos� θ �
αxh

Di ��� l iαycos� θ � x0

αxh
� l iαysin� θ �

h
(1)

L’algorithmed’extractiondesmarquagesestalorsle suivantpourchaquelignedel’image :

– y � 1

– Tantquey 	 tail leImageLigne,

1. Calculdu gradienthorizontalG � y�
2. Si G � y��
 SG alors,
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– yinit � y

– I � Intensité� yinit � � G � yinit 
2

– yf in � yinit � 1

– TantqueIntensité� yf in ��
 I et yf in 	 tail leImageLigne,� yf in � yf in � 1

– Si yf in � yinit � �
Sm � SM � alors� Le centredumarquage,

� yf in � yinit 
2 , estextrait pourla détection� y � yf in � 1

– sinon,y � yinit � 1

3. sinon,y � y � 1

La figure 2 montre la supérioritéde l’algorithme d’extraction de marquageproposépar

rapportaux détecteursclassiquesde contours,dansunesituationadversedu fait de la faible

luminosité.Grâceà notrealgorithme,on constated’unepartpeudefaussesdétectionsdansla

zonefortementilluminée; d’autrepart, le centredu marquagevisible estentièrementextrait.

Le fait de détecterle centredu marquageau lieu desbordsévite la sélectiond’informations

redondantes,qui seraientde toutefaçoninutiles pour les étapessuivantes.Dansla prochaine

partie,nousdécrivonsle modèledecourbequenousutilisonsdansl’estimationdela formede

la route.

2.4 modèlede route

Un modèleplandela routeennégligela courbureverticale.Pourla plupartdesapplications

decontrôledevéhicule,la formede la routeestestiméesurunedistancede10 à 40m. Ainsi,
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l’hypothèsed’unerouteplanedemeureuneapproximationacceptablepournotresystème.Son

intérêtprincipalestdepermettrel’estimationdela formede la routeavecuneseulecaméra,à

partir descentresdemarquagesprécédemmentextraits.Pourcefaire,noussupposonsqueles

donnéesextraitessontdesmesuresbruitéesd’une courbedécriteexplicitementpar le modèle

paramétriquelinéairesuivant:

ỹ � d

∑
i � 0

fi � x� ãi � X � x� tÃ (2)

où � x � ỹ� sontlescoordonnéesd’un point appartenantà la courbedécrivantla formedela route

dansl’image. Ã � � ãi � 0 � i � d estle vecteurdesparamètresde la courbeet X � x� � � fi � x��� 0 � i � d

estle vecteurdela basedefonctions fi � x� i � 0 ��������� d.

Les famillesdecourbesdéfiniespar les fonctionslinéaires(2) sontparticulièrementutiles

etpratiquesdanslesproblèmesd’estimationdeformeparrégression.Eneffet, le faiblecoûtde

calculqu’impliquecettereprésentationlinéaireaccélèregrandementla détection.En pratique,

nousapprochonslesformesdesroutespardespolynômesy � ∑d
i � 0aixi . Bienquelesclothoïdes

semblentêtreplus adaptéespour unemodélisationprécisede la forme de la route,leur com-

plexité entraîneraitdescalculspluslongs.Dansla mesureoù il estpossibled’approcherlocale-

mentlesclothoïdespardespolynômes[9], le modèlepolynomialconvient lorsqu’unecaméra

latéraleestutilisée.L’imaged’unecourbepolynomialepar la projectionperspective estnom-

méecourbepolynômehyperboliquedéfiniepary � c0x � c1 � ∑d
i � 2

ci� x � xh  i , oùci estlié defaçon

linéaireàai commedémontrédans[24]. Le modèledepolynômehyperboliqueestdoncadéquat

pour les camérasfrontales.Cependant,pourdesraisonsde stabilité,danscetteconfiguration,

nouspréféronsàcemodèlecelui despolynômesfractionnaires, définispary � ∑d
i � 0cix

i
d .

Pouraugmenterla stabiliténumériquedescalculsdansl’algorithmed’estimation,nousnor-
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malisonslescoordonnéesdel’image,qui varierontdans
� � 1 � 1��� � � 1 � 1� pourlespolynômeset

dans
�
0 � 1��� � � 1 � 1� pourlespolynômesfractionnaires.

Dansnotremodèle(2), l’ordonnéex estsupposéenonaléatoire.Seulel’abscissey estconsi-

déréebruitée: y � X � x� tÃ � b. Dansla suite, le bruit de mesureb estsupposéindépendant,

identiquementdistribué(iid) et centré,d’écart-typeσ. Dansla partiesuivante,nousexpliquons

l’algorithmed’estimationrobustepour la détectiondemarquages,fondésur le modèleprécé-

demmentdécrit.

3 estimationdesparamètres

Danscettepartie,nousdéfinironsles notationset rappelleronsla méthodedesmoindres

carrés.Ensuite,nousproposeronsunerelecturede l’estimationrobustedansle formalismela-

grangien.

3.1 méthodedesmoindrescarrés

A partir de l’ensembledesn pointsextraits � xi � yi � , i � 1 ��������� n, il s’agit de construireun

estimateurALS desparamètresde la courbereprésentantla route,la valeuridéaleétantnotée

Ã, selonle principedu maximumde vraisemblance.La probabilitéconditionnelled’un point� xi � yi � supposantun vecteurdeparamètresquelconqueA est:

pi ��� xi � yi ��� A� � 1 
2πσ

e� 1
2 � Xt

i A ! yi
σ  2

Poursimplifier leséquations,nousnotonsXi � X � xi � . Nouspouvonsalorsécrirela mêmepro-

babilitéconditionnellepourtouslespointsdétectéssachantquele bruit estiid :
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p ∝
1

σn

i � n

∏
i � 1

e� 1
2 � Xt

i A ! yi
σ  2 (3)

où p estla vraisemblancedel’ensembledespointsdétectés,sachantle vecteurdesparamètres

A, et où ∝ signifiel’égalité à un facteurmultiplicatif près.Maximiserp parrapportà A revient

àminimiserl’erreurquadratiquesuivante:

eLS � A� � 1
2σ2

i � n

∑
i � 1

� Xt
i A � yi � 2

Enannulantla dérivéedeeLS parrapportàA, nousobtenonsle systèmelinéairesuivant:

XXtA � XY (4)

où Y � � yi � 1 � i � n est le vecteurdesabscissesy, la matriceX � � Xi � 1 � i � n est la matricedes

données(designmatrix). S � XXt est toujourssymétriqueet positive. Si S est,de plus, non

singulière,alors(4) a unesolutionuniqueALS � S� 1XY. C’est la meilleureestimationausens

dumaximumdevraisemblancequandle bruit estgaussien.

PuisqueseulY estaléatoire,l’espérancemathématiquedeALS estE
�
ALS�"� S� 1XE

�
Y � . De

plus,lespoints � X � E �
Y � � sontsurla courbeidéale.Donc,Ã � S� 1XE

�
Y � . Ainsi, E

�
ALS� estégal

à Ã : l’estimateurALS deÃ estdoncnonbiaisé.

La matricedecovarianceCLS deALS estE
� � ALS � E

�
ALS� � � ALS � E

�
ALS� � t �#� S� 1XE

� � Y �
E
�
Y � � � Y � E

�
Y � � t � XtS� t . Nousavons: E

� � Y � E
�
Y � � � Y � E

�
Y � � t ��� σ2In $ n, puisquele bruit est

iid, devarianceσ2 (In $ n estla matriceidentitéd’ordren). Finalement,l’inversede la matrice

decovariancedeALS est:

C � 1
LS � 1

σ2S � QLS (5)

QLS estaussila matriced’informationdeFisherpourl’ensembledesn pointsdétectés.Elle est

égalementdéfiniecommel’espérancemathématiquedela dérivéesecondedeeLS suivantA.
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Enfin, il estimportantdesoulignerunepropriétéintéressantede la méthodedesmoindres

carrés: la solutionduproblèmeestindépendantedel’écart-typeσ. Enrevanche,σ estindispen-

sableaucalculdela matricedecovariancedel’estimateur. Ainsi, l’estimationdeσ doit êtreef-

fectuéeavantle calculdela matricedecovariance,grâceauxrésidusobtenusaprèsla résolution

duproblèmed’estimationdesparamètres.L’estimateurausensdumaximumdevraisemblance

deσ est:

σ̂2 � 1
n

i � n

∑
i � 1

� Xt
i ALS � yi � 2 (6)

Il est bien connu,commela figure 3 l’illustre, que l’estimation aux moindrescarrésne

fournit pasuneestimationcorrectelorsquelesperturbationssonttrop importantes.

3.2 estimation robustedesparamètres

L’hypothèsedubruit iid etcentrérestevalabledanscequi vasuivre,maisnoussupposonsà

présentquele bruit n’estplusgaussien.Le modèledebruit peutêtrel’un deceuxprésentésdans

la partie4.1.Le modèledebruit estcaractériséparunefonctionφ � t � telle quela probabilitédu

point � xi � yi � d’êtresurunecourbedonnéeconnaissantsonvecteurdeparamètresA est:

pi ��� xi � yi ��� A� ∝
1
s
e� 1

2φ �%� Xt
i A ! yi

s  2 
En appliquantle principedu maximumdevraisemblanceet l’approchelagrangienne,nousob-

tenonsunalgorithmed’estimationrobusteidentiqueà l’algorithmedéduitparl’approchesemi-

quadratiqueou lesM-estimateurs.L’avantagede la formulationlagrangienneestdepermettre

de prouver facilementla convergencelocaleet de donnerune interprétationen termed’opti-

misationduale.Commedansl’approchesemi-quadratique[11, 5], φ � t � vérifie les hypothèses

suivantes:
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– H0 : φ � t � estdéfinieet continuesur
�
0 � � ∞

�
ainsiquesesdérivéespremièreet seconde,

– H1 : φ &'� t �(
 0 (φ eststrictementcroissante),

– H2 : φ &�&)� t � 	 0 (φ eststrictementconcave).

Cestroishypothèsessonttrèsdifférentesdecellessupposéesdansla preuvedeconvergence

avecl’approchedesM-estimateurs.En effet, dans[18], la preuvedela convergenceestfondée

sur l’hypothèsede la convexité du potentielρ � b� � φ � b2 � . Dansnotrecas,la concavité et la

monotoniedeφ � t � impliquentqueφ & � t � estbornée,maisle potentielφ � b2 � n’estpasnécessai-

rementconvexeparrapportà b. Nouspouvonsdéjàsignalerquela famille exponentiellelissée

(α 	 1) et la famille de lois T-Studentgénéralisées(β 
 0) quenousprésenteronsdansla par-

tie 4.1,vérifientcestrois hypothèses.CommedanslesM-estimateurs,le rôle de la fonctionφ

estd’affaiblir l’importancedesbruitsforts.Le paramètred’échelle,s, définit la distanceau-delà

delaquelleunemesurebruitéepeutêtreconsidéréecommeuneerreur.

Maximiserla vraisemblanceaboutitàminimiser, parrapportàA, l’erreur :

eR � A� � 1
2

i � n

∑
i � 1

φ ��� Xt
i A � yi

s � 2 � (7)

Notonsquele casgaussiencorrespondaucasparticulier: φ � t � � t, maisquecettedernière

fonctionnevérifiepasl’hypothèse(H2).eLS � A� estenfait uncaslimite deeR � A� . Contrairement

au casgaussien,le critère robusten’est pasquadratique.On pourrait envisagerde résoudre

le problèmede minimisationen utilisant un algorithmede descentedu gradient,maisce type

d’algorithmepeutêtrerelativementlent lorsquele gradientestprochedezéroauvoisinaged’un

minimumlocal. Lesalgorithmesquasi-Newton sontpréférablescar ils convergentdemanière

quadratiqueplutôt quedemanièrelinéaire.Cependant,avec lesalgorithmesquasi-Newton, la

convergencelocalen’est plus forcémentassurée.Ainsi, nousallonsprouver dansla suiteque
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l’algorithme quasi-Newton utilisé converge toujoursvers un minimum local. Notonsque la

convergenceglobaleestpossibleà l’aide de techniquesde recuit simulé,auprix d’un coûtde

calculplusimportant.

Dans les deux partiessuivantes,nousallons présenterun algorithmeobtenuà partir de

l’erreur (7) enutilisant le formalismelagrangien.L’approcheconsisteà exprimer le problème

commeunerecherchedepoint sellede la fonctiondeLagrange.Alors, enappliquantunemi-

nimisationalternéede la fonction duale,nousobtenonsl’algorithme qui estaussiconnusous

le nomdesmoindrescarréspondérésitératifs (MCPI) [18]. Cetalgorithmes’obtientaussipar

l’approchesemi-quadratique[5].

3.3 moindrescarrés pondérésitératifs (MCPI)

Nousréécrivons,dansun premiertemps,le problèmedeminimisationdeeR � A� commeun

problèmedemaximisationde � eR, pour introduirela fonctionconvexe � φ plutôt quedetrai-

ter le casconcave. Ensuite,nousintroduisonsles variablesauxiliaireswi qui serontégalesà� Xt
i A � yi

s � 2 afin d’exprimer la valeur � eR � A� commela solutiond’un problèmedeminimisation

avec contraintes,et ce quel quesoit A. Cetteapparentecomplicationnouspermeten réalité

d’introduire lesmultiplicateursde Lagrange,et doncde dériver la convergencelocalede l’al-

gorithmeMCPI. En effet, selon(H1), pourtout A, � eR � A� estégaleauminimumparrapportà

W � � wi � 1 � i � n de:

E � A � W � � 1
2

i � n

∑
i � 1

� φ � wi �
aveclescontrainteshi � A � W � � wi � � Xt

i A � yi
s � 2 * 0.

L’algorithmeestdérivédeceproblèmed’optimisationsouscontrainte,commemontrédans
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l’annexe8.1.L’algorithmeMCPI s’écrit :

1. Initialiser A0, et poser j � 1,

2. Pour tout i (1 * i * n), calculer la variableauxiliaire wi � j � � Xt
i A j ! 1 � yi

s � 2 et les poids

λi � j � φ &'� wi � j � ,
3. Résoudrele systèmelinéaire∑i � n

i � 1λi � jXiXt
i A j � ∑i � n

i � 1λi � jXiyi ,

4. Si + A j � A j � 1 + 
 ε, incrémenterj de1, et retourneren2, sinonARLS � A j .

Le testde convergencepeutaussiêtre fait sur la variationde l’erreur eR. Un seuil sur le

nombred’itérationspeutêtreajouté.Commetout algorithmequasi-Newton, il estpossiblede

prouver [20] quela vitessedeconvergencedel’algorithmeauvoisinagedu minimumestqua-

dratiquelorsqueSestdéfiniepositive.

Finalement,la figure 4 illustre l’importancede l’estimation robustedansle casd’images

bruitées.Mêmelorsquel’initialisation estproche,avec les deuxpremierspotentielsqui sont

convexes,on n’obtientpasla solutioncorrecte.Celaillustre l’importancedu choix du modèle

debruit.

4 familles de modèlesde bruit et estimation de leurs para-

mètres

Danscettepartie, le choix du modèlede bruit utilisé dansl’algorithme MCPI est traité.

Aprèsavoir présentétroisfamillesdemodèlesdebruit,nousnousintéresseronsauxalgorithmes

qui permettentd’estimerleursparamètres.
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4.1 modèlesde bruit

Dansuneapplicationréelle,on rencontretrèsrarementdesperturbationsqui peuventêtre

modéliséesparunbruit gaussien.Quelmodèledebruit pourrait-il alorssesubstituerà la forme

gaussienne,pour unedescriptionplus réalistedesbruits observésdansle contexte du traite-

ment d’images? Plusieursmodèlesont été proposés,entreautres,dans[17, 23]. Parfois, ce

sontdescombinaisonsde modèlesthéoriques[16]. Nousallonsnousintéresserici à desdis-

tributionsdeprobabilité(pdf) paramétriquessimplesqui serontpratiquesàutiliser dansl’algo-

rithme d’estimation.En estimationrobuste,lesalgorithmesdépendentuniquementde la déri-

véede la fonction φ, commeexpliqué précédemment.D’aprèsla partie3.2, la fonction φ est

reliéeà � ln � pdf �  t ��� pour t , 0 ou, si nousposonst � b2, à � ln � pdf � b��� , où pdf � b� est

la distribution deprobabilitédu bruit b. La famille exponentielle,aussidénomméelaplacienne

généralisée,gaussiennegénéralisée,ou encore“stretchedexponential”[23], estunefamille de

distributionsdeprobabilitéintéressante:

Eα � s � b� � α
sΓ � 1

2α � e�-� b2

s2  α (8)

Lesdeuxparamètresdecettefamille sontl’échelles et l’exposantα. La valeurdeα détermine

la décroissanceà l’infini de la pdf du bruit. De plus, la variationde α permetune transition

continueentredeuxmodèlesclassiques: le modèlegaussien(α � 1) et le modèlelaplacien

(α � 1
2). En éliminantla constantequi nedépendpasdeb, la fonctionφ associéeestφEα � t � �

tα, avec t � b2

s2 . D’aprèsla partie3.2, pourgarantirla convergencede l’estimationrobuste,la

dérivéedeφ doit êtredéfiniesur
�
0 � � ∞

�
, cequi n’estpasle caslorsqueα 	 0 pour la famille

exponentielle.Pourcetteraison,nousavonsintroduit dans[25], la famille exponentiellelissée
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Sα � s afin demieuxdécrirelesdistributionsobservées:

Sα � s � b� ∝
1
s
e� 1

2φSα � b2

s2  (9)

oùavect � b2

s2

φSα � t � � 1
α
��� 1 � t � α � 1�

Commedansle casdela familleexponentielle,le paramètreα dela familleexponentiellelissée

permetunetransitioncontinueentredifférentsmodèlesdebruit : Gauss(α � 1), Laplacelissée

(α � 1
2) etGeman& McClure[12] (α �.� 1). La formedeceslois estmontréeà la figure5.

Pour α 	 0, Sα � s peut toujoursêtre normaliséesur un supportborné,de telle sorteque

l’on peut encorela considérercommeune distribution de probabilité.Lorsqueα décroît,la

probabilitéd’avoir deserreurstrèsgrandes(outliers) augmente.

TAB. 1 – La listedequelquesmodèlesdebruit dela familleexponentiellelisséepourl’estima-

tion robuste.

α poids=φ &Sα
� t � nomdesdistributionsdeprobabilité

1 1 Gauss

1
2

1/
1� t

Laplacelissée

0 1
1� t T-Studentgénéralisée

� 1 1� 1� t  2 Geman& McClure

Danslesalgorithmesrobustesd’estimation,le résidub estpondéréparλ � φ &'� b2

s2 � comme

expliqué dansla partie3.3. Les poidscalculéspour différentesvaleursde α, pour la famille

exponentiellelissée,sontindiquésdansle tableau1. Lorsqueα � 0, la dérivéeestde la forme

1
1� t , mais,par contre,la distribution de probabilitén’est pasdéfinie.Cependant,cettefonc-
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tion de pondérationestégale,à un facteurprès,aux fonctionsdérivéesdeslois d’une famille

paramétréequenousprésentonsmaintenant,nomméefamille desT-Studentgénéralisées:

Tβ � s � b� � Γ � β � 
πΓ � β � 1

2 � s 1� 1 � b2

s2 � β (10)

Cettefamille de distributionsde probabilitévérifie aussiles hypothèsespour l’algorithme

d’estimationrobuste(β 
 0). Sonappellationvient du fait qu’un paramètred’échelles supplé-

mentaireestintroduit parrapportà la famille classiquedeslois T-Student.Elle a étéintroduite

entraitementd’imagesdans[17].

Nousconstatonsquele casβ � 1 correspondàla loi deCauchy. Lesdifférentesdistributions

sontmontréesàla figure6.La familledeslois T-Studentgénéraliséespeuts’écriresousla forme

exponentielle:

Tβ � s � b� ∝
1
s
e
� 1

2φTβ � b2

s2  (11)

où φTβ � t � � 2βln � 1 � t � . Notonsquela dérivéedeφTβ estégaleà 1
1� t , àun facteurprès.

Lesparamètresde cettefamille dedistributionssonts et β (β 
 0). Ils correspondentres-

pectivementauxparamètress et α dela famille exponentiellelissée.Pour0 	 β * 1
2, la distri-

butiondeprobabilitéestseulementdéfiniesurunsupportborné.Il estintéressantderemarquer

quemalgrédescomportementsdifférentsà l’infini suivant la valeurde β, la pondérationest

identiqueà un facteurmultiplicatif β prèset par conséquent,queβ ne joue aucunrôle dans

l’algorithmerobuste.Ainsi, le mêmealgorithmed’estimationrobusteestutilisé,quellequesoit

la valeurde β. Cependant,il seraexpliqué dansla partie5 queβ a uneinfluenceimportante

dansl’estimationde la matricedecovariance.Poursimplifier la présentation,nousutiliserons
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la famille exponentiellelisséedansla suite.

4.2 estimationdesparamètresdesmodèlesde bruit

Dansla partieprécédente,le modèledebruit était supposéconnu.En pratique,cependant,

il estnécessaired’estimers ainsi quel’exposant,α ou β, de la distribution du bruit. Ceci est

réaliséen étudiantla distribution desrésidussur desimagesde référence,pour lesquellesles

paramètresA sontsupposésconnusou correctementestimés.

Lorsquele supportdela distributiondeprobabilitén’estpasbornéetqueα (ouβ) estconnu,

la vraisemblancedel’échantillons’écrit :

p ∝
1
sn

i � n

∏
i � 1

e� 1
2φ �%�10 Xt

i A ! yi 2 2
s2 3

Nousdérivonsl’opposédesonlogarithmeparrapportàsetdéduisonsl’équationimplicite enŝ

suivante:

ŝ2 � 1
n

i � n

∑
i � 1

φ & � � Xt
i A � yi � 2

ŝ2 � � Xt
i A � yi � 2 (12)

Cetteéquationimpliquequel’estimationausensdu maximumdevraisemblancês des estun

point fixe. Notonsqued’autresestimationsde s commeMAD [15], ont étéproposées.Dans

le casd’un supportborné(par exemple,lorsqueα 	 0 pour la famille exponentiellelissée),

uneéquationfaisantinterveniruneintégrationsurle supportestnécessaire.Il estintéressantde

remarquerquela famille exponentielle(8) offre uneexpressionexplicite de ŝ :

ŝ � � 2α
n

i � n

∑
i � 1

b2α
i � 1

2α (13)

L’estimateurdu maximumde vraisemblancede l’échelle doit êtreutilisé avec précaution.

En effet, lorsquelesdonnéessonttrèspeubruitées,on constatequel’estimateurŝ des estclai-

rementsous-estimé.Ceproblème,trèsgénéral,estdû à la discrétisationdesdonnéesobtenues
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danslesimagesnumériques.Nousavonssimuléceteffet engénérantdesdonnéesbruitéespar

un bruit deCauchy(β � 1), pourdesvaleursdeplusenplusgrandesdu paramètred’échelles

etenarrondissantlesvaleursobtenues.Ensuite,ŝestestiméàpartirdecesdonnées.La figure7

montrelesrésultatsetconfirmenotreobservationsurlesdonnéesréelles: lorsquesestinférieur

àunpixel, ŝestsous-estimé.

Cerésultatsuggèreque,d’unepart lors de l’estimationdu paramètred’échelles, nousde-

vonsempêcherl’estimateurdesdeprendredesvaleurspluspetitesqu’unpixel. D’autrepart,il

estpréférabledenepaseffectueruneestimationdesentredeuxitérationsavantla convergence

del’estimateurdesparamètresdela courbe,aucontrairedecequi a étésuggérédans[18]. En

effet, unfacteurd’échellesous-estimépeutfiger l’estiméedela courbeàsavaleurinitiale, alors

qu’ellen’a pasencoreconvergéversl’optimum, commenousl’expliquonsdansla partie4.4.

On pourraitégalementappliquerl’approchedu maximumde vraisemblancepour estimer

le paramètrede l’exposant,α ou β, ensupposants connu.Cependant,engénéral,il n’estpas

faciled’exprimerde façonanalytiqueα ou β en fonctiondesautresparamètres,de telle sorte

quenousdevonsnouscantonneràuneméthodedeminimisationnumériquecommeparexemple

uneméthodededescentedu gradient,pourestimerceparamètre.

Nouspouvonsaussiestimersimultanémentlesdeuxparamètres,α ets, paruneminimisation

nonlinéaireà partir desrésidusobtenussurplusieursimagesderéférence.Ceciestillustré par

la figure8 avec150images.Demêmequepourl’estimationdes, lesestiméesde � α � s� doivent

aussiêtreutiliséesavec précaution.En effet, il existe desjeux de donnéesparticuliersoù ces

valeursnepeuventpasêtreestiméescorrectement.

Pourestimerŝ et α̂, séparémentou simultanément,trois approchesdifférentespeuventêtre

envisagéespourcollecterlesrésidus:
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1. Collecterlesrésidusàpartird’uneséried’imagesderéférencestatistiquementreprésenta-

tivesdel’application.Estimerlesparamètreset lesutiliser commedesvaleursfixesdans

l’estimationrobuste.

2. Effectuerune premièreestimationrobustedesparamètresdescourbesdansl’image à

traiter en utilisant desvaleurs � α � s� commeen 1. Collecterles résidussur cetteimage,

pour uneestimationdesparamètresdu modèlede bruit. Réitérerla procédurejusqu’à

convergence.

3. Lorsqu’il s’agit de traiter une séquenced’images,on peut collecter les résidusdesm

imagesprécédentespour estimerdesvaleurs � α � s� qui serontutiliséesdirectementsur

l’imagecourante.Onsupposealorsunecertainecohérencetemporelledesparamètresdu

modèledebruit.

La premièreapprochesembleconvenir auxproblèmesdedétectionpureou auxparamètres

dont la variation est faible. Mais dansles applicationsde suivi, certainsparamètresdu mo-

dèle de bruit varient au coursdu temps.La secondeapprochesemblealors mieux adaptée.

Néanmoins,lorsquela cible àdétecterdisparaît,l’estimationdesparamètresdevientmauvaise.

Expérimentalement,nousavonsconstatéqueα varie trèsfaiblementsurdesséquences,grâce,

enpartie,à notreextracteurdemarquagesdécritdansla partie2.3.Au contraire,s peutvarier

defaçonsignificatived’uneimageàl’autre.Aussiavons-nouschoisila premièreapprochepour

l’estimationdeα et la troisièmeapprochepourl’estimationdes dansnosexpériences.
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4.3 sensibilitéde l’estimation aux valeursdesparamètres

Les algorithmesd’estimationrobustesont,par construction,peu sensiblesaux perturba-

tions sur les données.Cependant,uneautrequestionimportanteà étudierest leur robustesse

à d’éventuellesimprécisionsauniveaudu modèledebruit. Afin d’évaluerexpérimentalement

l’effet d’un modèledebruit maladaptésurl’estimation,nousavonssuivi lesétapessuivantes:

1. On collecteunesériede150 imagesreprésentantle mêmemarquagedansla mêmepo-

sition, maisavec différentesperturbations(la figure 9 montrequelquesimagesde cette

série).

2. La positionde référencedu marquageestmesuréeprécisémentpar un opérateur. Dans

cetteexpérience,la courbeàestimerestunedroite.

3. Pourchaqueimagedela série,l’équationdela droiteestestiméepourdifférentscouples

de � α � s� . Onsupposequele modèledebruit estdela familleexponentiellelissée.

4. Pourchaquecouple � α � s� , l’erreurentrel’estiméeetla référenceestmesurée.Lafigure10

montrelesrésultats.

Sur la figure10 (gauche)où l’initialisation estaléatoire,on remarquequela valléeselons

esttrèslarge lorsqu’onfixe unevaleurde α non aberrante.La valléeselonα, pour s fixé est

beaucoupmoinslarge.De plus, lorsquel’initialisation est faite sur un voisinageprochede la

référence,figure 10 (droite), la surfaced’erreurde l’estimationpar rapportà la référenceest

trèsplatelorsqueα 	 0. Ce résultatmontrequele choix de α et de s n’est pastrèssensible.

En fait, il n’est pasnécessaired’estimerdesvaleursprécisesde α et de s pouravoir desesti-

méescorrectes,maisplutôtd’êtredansle bonintervallepourα : la valeurdespeutalorsvarier

dansun intervalle assezlargesansquecelanemodifiesensiblementle résultatdel’estimation.
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Cefait peutsecomprendrecar la famille exponentiellelisséesecomporteapproximativement

commela famille exponentielle.Or, commeremarquédans[3], le résultatde l’estimationest

indépendantdes pourla famille exponentielle.En effet, la pondérationcalculéedansl’étape2

del’estimationestλi � 2αb2 0 α ! 12
i

s2 0 α ! 12 . Ainsi l’étape3 n’estpasmodifiée,quellequesoit la valeurde

s, puisquenouspouvonssimplifier s2 � α � 1 à droiteet à gauchedel’équationaprèssubstitution

de l’expressiondespondérations.Notonsquelesmoindrescarrésont la mêmepropriétéd’in-

varianceparrapportàs, commeremarquéauparagraphe3.1.Avecunargumentsimilaire,nous

pouvonsmontrerquesi la famille deslois T-Studentgénéraliséesétait utilisée, l’algorithme

seraitinvariantà β.

Pourrésumer, dansnotrecontexte d’application,l’algorithmed’estimationrobusteavecun

modèledebruit choisidansla famille exponentiellelisséeestrelativementrobusteauchoix du

paramètres. Cependantle choixd’unevaleurnonaberrantedeα demeureindispensable.

4.4 amélioration de la convergence

La relative robustessede l’algorithmeaux choix desparamètresα (ou β) et des, discutée

dansla partieprécédente,peutêtremiseà profit pouraccélérerla convergencedel’algorithme

versunminimumlocalprochedu minimumglobal.

La figure11montrequele pic dela fonctiondepondérationutiliséeparl’algorithmeMCPI

devient de plus en plus prononcélorsqueα diminue.Le mêmecomportementestobservable

lorsques décroît.Par conséquent,plusla valeurdeα (ou des) estfaible,plusl’effet desfortes

perturbationsdiminueetdonc,plusrobusteestl’estimation.

Lorsqueα décroît,la surfaced’erreureR � A� devient de moinsen moins lisse.Si α � 1,

c’est uneparaboloïdeet il existe doncun minimum global unique.En diminuantla valeurde
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α audelàde 1
2, desminima locauxapparaissent.Cetaspectestillustré figure12, où la surface

d’erreureR � A� esttracéepourtrois valeursdifférentesdeα.

Commeexpliquédans[2], cettepropriétépeutêtremiseà profit pour faireconverger l’al-

gorithmevers un minimum local prochedu minimum global. Cetteapproche,appeléenon

convexité graduelle(GraduatedNon Convexity ou GNC), consiste,dansun premiertempsà

forcerla convexité localedela fonctioncoûtenchoisissantunegrandevaleurdeα. Ensuite,on

effectueuneséried’estimationsencontinuation, c’est-à-direenutilisantle résultatdel’itération

précédentepourinitialiserl’estimationsuivante,etendiminuantprogressivementα. Cependant,

la décroissancedeα doit sefaireavecprécaution.En effet, lorsqueα a unevaleurtrop faible,

l’estiméesefigeàla valeurcourantedurantlesitérationscommeremarquédans[7]. Vu le grand

nombredesminima locaux,uneinitialisation trop éloignéedu minimumglobalpeutentraîner

uneconvergenceversun minimumlocal nonpertinent.La borneinférieurede α nedoit donc

pasêtretroppetiteparrapportà l’estimationα̂ obtenuecommedansla partie4.2.

La variationdes permetd’obtenir le mêmeeffet de lissagesur la fonctionde coût.Donc,

commeproposédans[22], unegrandevaleurde s peutêtreutiliséede façonsimilaire à une

grandevaleurdeα pourconvergerversun minimumlocal prochedu minimumet accélérerla

convergence.Par contre,si s esttrop petit, lesminimalocauxapparaissentet l’estimationpeut

êtrefigéeà savaleurcourante.Ainsi, pouraccélérerla convergencetout enassurantla robus-

tesse,lesestimations� α̂ � ŝ� obtenuesparle principedumaximumdevraisemblancepermettent

dedéterminerdesbornesinférieurescorrectespourla séquencedécroissantedeparamètresset

α.
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5 évaluation desestimées

En pratique,lorsquequ’un algorithmed’estimationestutilisé, il estnaturelde fournir le

résultataccompagnéd’unemesuredeconfianceafin d’aiderle systèmeutilisantcetalgorithme

à exploiter aumieux le résultat(commeparexempleun filtre deKalmandanslesapplications

desuivi [25]). Dansle cadrede l’estimationstatistique,cettemesuredeconfianceestnaturel-

lementfourniepar la matricedecovariance(ou soninverse).C’estpourcetteraisonquenous

avons formulé le problèmede détectionde courbescommeun problèmed’estimationstatis-

tiquedanslespartiesprécédentes.Sousl’hypothèsed’un bruit gaussien,le calculdela matrice

de covarianceestsimpleet direct.Cependant,dansle cadrede l’estimationrobuste,le calcul

de la matricede covarianceest plus difficile. Il y a deux raisonspour cela.La premièreest

quenousneconnaissonspasdeformuleanalytiquedecettematrice.Seulesdesapproximations

sontcalculables.La deuxièmeraisonestquele choix desparamètresdéfinissantle modèlede

bruit � α � s� s’avèrepluscritiquepour le calculde la matricedecovariancequedansle casde

l’estimationdesparamètres.

5.1 matricesdeconfiance

Un étatdel’art completsurlesdifférentesapprochespourestimerla matricedecovariance

dépasseraitle cadredecetarticle.Nousprésentonsdoncunesélectiondecinq approximations

déjàconnues,qui ontétéchoisiescarellessontrapidesàcalculer. Ensuite,nousproposonsune

nouvelleapproximationdontlesperformancesserontévaluéesauparagraphesuivant.

L’approximationla plussimpledela matricedecovarianceCCi pra, appeléematricedeCipra
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dans[25], est:

CCi pra � s2

4
i � n

∑
i � 1

λiXiX
t
i 5 � 1

où λi est la pondérationà la suitede l’estimationrobuste.Une autreapproximationsimpleà

calculerestaussiproposéedans[25] :

CSimple � s2

4
i � n

∑
i � 1

λ2
i XiX

t
i 5 � 1

Remarquonsquedanscesdeuxapproximations,s2 apparaîtcommefacteurmultiplicatif.

Il estdonc nécessaired’estimercorrectements pour obtenir unebonneapproximationde la

matrice.

Dansle chapitre7 de[18], Huberproposetrois approximationsdematricedecovarianceà

partir d’unematricedecovarianceasymptotiqueexacte:

CHuber1 � K2
1

n � d � 1 ∑i � n
i � 1 � ρ &6� bi ��� 2� 1n ∑i � n

i � 1 ρ &�& � bi ��� 2
4

i � n

∑
i � 1

XiX
t
i 5 � 1 �

CHuber2 � K
1

n � d � 1 ∑i � n
i � 1 � ρ & � bi ��� 2

1
n ∑i � n

i � 1 ρ &�& � bi �
4

i � n

∑
i � 1

ρ &�& � bi � XiX
t
i 5 � 1 �

CHuber3 � K � 1 1
n � d � 1

i � n

∑
i � 1

� ρ & � bi ��� 2W � 1

4
i � n

∑
i � 1

XiX
t
i 5 W � 1 �

avec la notationde Huberρ � b� � φ � b2 � et W � ∑i � n
i � 1 ρ &�&6� bi � XiXt

i . n estle nombrede pointset

d � 1 estla dimensiondesvecteursA etXi . Le facteurdecorrection,K, estdonnépar:

K � 1 �7� d � 1� ∑i � n
i � 1 � ρ &�&)� bi � � 1

n ∑i � n
i � 1ρ &�&)� bi ��� 2� ∑i � n

i � 1 ρ &�& � bi ��� 2 �
Poursimplifier lesnotations,nousposonsO1 � ∑i � n

i � 1λiXiXt
i et O2 � ∑i � n

i � 1λ2
i XiXt

i . Cesdeux

matricessont symétriques.L’inversede la matricede covarianceseraappeléela matrice de

confiancedansla suite.
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Dansnosexpériencesavecdesdonnéesréelles,les approximationsprécédentesde la ma-

trice de covariancene fournissentpasdesmesurespertinentessur la qualitéde détectiondes

marquages,commenousle montronspardesexpérimentationsdansla prochainepartie.Nous

proposonsdoncunenouvelleapproximationqui serajustifiéeenannexe8.2:

CITC � ∑i � n
i � 1λib2

i

∑i � n
i � 1λi � Trace� O2O � 1

1 � O � 1
1 O2O � 1

1 � (14)

Cetteapproximationn’estpasunematricedecovarianceasymptotique,contrairementà celles

proposéesparHuber. L’avantagedeCITC estqu’ellenenécessitepasunnombren importantde

données.Pourl’obtenir, noussupposonsquela pondérationλi n’estpasaléatoire.En effet, λi

estbornéentre0 et 1, il peutdoncêtreconsidérécommedevariancebeaucoupplusfaibleque

bi.

5.2 comparaisonexpérimentaledesmatricesdecovariance

Les six matricesprésentéesdansla partie précédentesont évaluéesà l’aide d’une série

de 150 imagesd’un marquageréel (quelquesexemplessontmontrésfigure 9). Deux étapes

supplémentairessontajoutéesà l’expériencedecomparaisondécritedansla partie4.3 :

5. Lessix approximationsdela matricedecovariancesontcalculéespourchaqueimageet

pourchaquecoupledevaleurs � α � s� .
6. Une matricede référenceestcalculéeà l’aide de l’ensembledesestiméesdescourbes

pourchaquecoupledevaleurs � α � s� . Leserreursrelativesentrelesapproximationsdela

matricedecovarianceet la référencesontcalculées.

D’aprèsla figure13,lestroiscoefficientsdela matricesymétriquevarientdela mêmefaçon.

Ainsi, sansperdreengénéralité,l’étudepeut-êtrelimitée aupremiercoefficientdiagonal.
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La figure14 illustre la variationdespremièrescomposantesdessix matricesdeconfiance

pourα � 0 � 2 et s � 2. Cesvariationssontrelativementsimilaires,mêmesi lesordresdegran-

deursvarienténormémentd’uneapproximationà l’autre.

TAB. 2 – ErreursrelativesenpourcentagedescoefficientsC11, C22 etC12 dessix estimationsde

matricedeconfianceparrapportà la matricederéférence,avec � α � s� � � 0 � 2 � 2� .
Type err. rel.C11 err. rel.C22 err. rel.C12

Cipra 195% 198% 196%

Huber1 156% 183% 192%

Huber2 200% 200% 200%

Huber3 200% 200% 200%

Simple 98% 99% 101%

ITC 64% 41% 43%

Sur le tableau2, les erreursrelativesdessix approximationsde la matricede confiance

par rapportà la matricede référencesontobtenuesavec � α � s� � � 0 � 2 � 2� , en moyennantsur

les images.Nousobtenonsdesrésultatssimilairesavec d’autresvaleursde � α � s� setrouvant

dansla “vallée” de la figure10 où l’estimationestcorrecte.L’erreur relative estcalculéepar :

2 8Ci j � Cref 9 i j 8
Ci j � Cref 9 i j

. Ainsi, 200% correspondaux plus mauvais casoù la valeurde Ci j est loin de la

valeurderéférenceCref � i j . CetableaumontrequeseulCITC fournit le résultatle moinséloigné

dela référence.Cefait estaussiillustré par la figure14 avecα � 0 � 2 et s � 2 et où seulement

CITC a un ordrede grandeurcorrect.Par conséquent,CITC sembleplus robustequelesautres

approximations.
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Surla figure15, leserreursrelativesentrele premiercoefficient dela matricedeconfiance

CITC et la matricederéférencesontdonnéespourdifférentesvaleursdeα et s. Pourlesautres

coefficients,nouspouvons tracerdescartessimilaires.Elles montrentqu’uneerreurrelative

de 20% peutêtreobtenueau voisinagede s � 2 � 5, pour α 	 0, ce qui n’est pasle casavec

lesautresapproximations.Celatémoignedela robustessedeCITC auchoix deα. Néanmoins,

pour α donné,la valléeestassezétroite : au contrairede ce quenousavons remarquépour

l’estimationdesparamètresdescourbes,unebonneestimationdesdemeureimportantepourle

calculdeCITC.

Dansla partie4.2, le α moyen,estiméà partir desrésiduscollectéssur les détectionsef-

fectuéesavec les 150 imagesétait α̂ � 0 � 05. Puisques n’est pas identiqued’une image à

l’autre, il estpréférabled’estimerun s moyen,commela moyennede s sur toutesles images

en fixant α � 0 � 05. Cela donneŝ � 2 � 02. Il est intéressantde noter que le modèlede bruit

avec � α̂ � ŝ� � � 0 � 05� 2 � 02� setrouve dansla valléedela figure15.Notrecomparaisonestdonc

cohérente.

Destestssimilairessur desdonnéesde synthèseont étéréalisésavecdescourbesde plus

hautdegréenutilisantdansl’estimationlesvaleursexactesdesparamètresdu modèledebruit.

Les courbesde plus hautdegré nécessitentunerégularisationdansle casoù le problèmeest

sous-contraint[24]. Le testa consistéà générer10000ensemblesde pointsperturbéspar un

bruit deCauchy, puisà estimerun polynômededegré2. Leserreursentrelesapproximations

et la référencesontde � 5% pourCITC, � 9% pourCSimple, et � 16% pourCCi pra. Les autres

approximationsde la matricedecovariancesontpluséloignées.Cesrésultatsconcordentavec

l’expérimentationsurlesdonnéesréelles.
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5.3 incertitudes sur la détection

Il est possibled’exploiter la matricede confiancesur les paramètresde la courbe,pour

visualiserdansl’image l’incertitudesurle positionnementlocaldecelle-ci.

Plusieursexemplesdedétectiond’un marquageavecle modèledepolynômefractionnaire

dedegré3 sontmontrésfigure17.Lesmêmesparamètresdu modèledebruit sontutiliséspour

toutesles images: α �:� 0 � 5 et s � 4. Lesmarquages,prochesdel’horizon, souventtrop fins,

nesontpastoujoursdétectés.Ainsi, la détectiondivergeparfoispourlesgrandesdistances.

Sur cettefigure, les courbesd’incertitudeà plus ou moins un écart-typesur la position

horizontaledu marquagesontaussiaffichées.La positionhorizontaledela courbeà la ligne x

estdonnéeparX � x� tA. Cetteincertitudeestdonccalculéeà partir de la varianceE
� � X � x� tA �

E
�
X � x� tA� � 2 �;� X � x� tE � � A � E

�
A� � � A � E

�
A� � t � X � x� qui peutêtreapprochéeparX � x� tCITCX � x� .

Les courbesd’incertitudesobtenuessontplus ou moinsproches,suivantquele marquageest

plusoumoinsdense.Surunmarquagecontinu,l’incertitudeaugmenteavecla distance.

6 équivalencedesmatrices decovariance

6.1 équivalenceexpérimentale

Dansles expériencesdécritesdansles partiesprécédentesou dansd’autresexpériences

similairesavecd’autresapproximationsdematricesdecovariance,nousavonsremarquéqueles

coefficientsdecesmatricesvarientdela mêmemanièresurlesmêmeséquences.La différence

vientprincipalementdeleurordredegrandeur, commel’illustre la figure14.Cetteobservation

nousconduitàregroupercesapproximationsenclassedematricesproportionnelles,etàétudier
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les liens possiblesentrecesclasses.Danscettepartie,nousmontronsexpérimentalementque

certainesclassesd’approximationssontéquivalentes.Cespropriétésd’équivalencepeuventêtre

misesà profit pourobtenirdesapproximationsdecomplexité algorithmiqueplusfaible,cequi

peutêtrecrucialdanslesapplicationsentempsréel.

Présentonsd’abordtrois classesdematricesM0, M1 et M2, définiesdansle tableau3.

TAB. 3 – Lestrois classesdematricesutiliséesdanslesapproximationsdela matricedecova-

riance.Cesclassessontreprésentéesici pardesmatricesnormalisées.

Définition déduitede

M0 ∝ 1
n ∑i � n

i � 1XiXt
i CHuber1

M1 ∝ ∑i < n
i < 1 λiXiXt

i

∑i < n
i < 1 λi

CCi pra

M2 ∝ ∑i < n
i < 1 λ2

i XiXt
i

∑i < n
i < 1 λ2

i
CSimple

Nousdéfinissonsl’erreur relativeentredeuxmatricesM etN avecla normedeFroebenius:

r � M � N � � 2 = Trace��� M � N � � M � N � t �= Trace� MMt � � = Trace� NNt �
Commeon le voit dansle tableau4, sousla conditiondeperturbationsfaiblesdanslesimages,

cestrois classessontexpérimentalementéquivalentesdansun testeffectuésurunesériede20

images(avecα � 0 et s � 2, d’autresvaleursdonnentdesrésultatséquivalents).Lorsquenous

introduisonsdesperturbationsfortes,M1, M2 restentencoreexpérimentalementéquivalentes.

Une autrematricenormaliséepeut être déduiteà partir de CHuber2 : M3 � ∑i < n
i < 1 ρ > >?� bi  XiXt

i

∑i < n
i < 1 ρ > > � bi  .

Expérimentalement,M3 n’estpaséquivalenteauxclassesM0, M1 etM2 àcauseduchangement

possibledesignedeρ &�&6� bi � . C’estaussiprobablementla raisondela mauvaiseperformancedes

matricesCHuber2 etCHuber3 danslestestscomparatifsdela partie5.2.
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TAB. 4 – Erreursrelativesenpourcentageentrelestrois classesMO, M1 et M2 définiesdansle

tableau3. Lestestsontétéeffectuéspourla partiegauchedutableausurunesériede20 images

considéréescommefaiblementperturbées.Pourla partiedroitedutableau,le résultatestobtenu

àpartir d’unesériede20 imagesplusfortementperturbées.

r � M � N � M0 M1 M2 M0 M1 M2

M0 0 � 0% 0 � 67% 1 � 52% 0 � 0% 34� 66% 32� 23%

M1 0 � 67% 0 � 0% 2 � 19% 34� 66% 0 � 0% 2 � 50%

M2 0 � 152% 2 � 19% 0 � 0% 32� 23% 2 � 50% 0 � 0%

6.2 réduction du coût decalcul

L’équivalenceexpérimentaleentrelesclassesdematricesM1 etM2 peutêtreexploitéedans

le contexte desapplicationsen tempsréel, afin de proposerdesapproximationsplus rapides

à calculerque la matriceCITC. En effet, le calcul deCITC (ou de son inverse)nécessiteune

inversiondematrice,cequi peutêtreévitéenutilisant leséquivalences.Grâceà l’équivalence

M1 @ M2, nousobtenons:

O2 @ ∑i � n
i � 1λ2

i

∑i � n
i � 1 λi

O1

Donc,O � 1
1 O2O � 1

1 @ ∑i < n
i < 1 λ2

i

∑i < n
i < 1 λi

O � 1
1 etO2O � 1

1 @ ∑i < n
i < 1 λ2

i

∑i < n
i < 1 λi

Id. Cesdeuxéquationsdans(14)ammènent

unenouvelleapproximationdematricedecovariancepourl’estimationrobuste:

CITCApprox1 � � ∑i � n
i � 1λib2

i � � ∑i � n
i � 1 λ2

i �� ∑i � n
i � 1λi � 2 � d∑i � n

i � 1λ2
i

O � 1
1 (15)

Nousavonsfait la mêmeexpériencequecellecrite dansla partie5.2,enutilisantCITCApprox1.

La surfaced’erreurrelativedeCITCApprox1 enfonctionde � α � s� estmontréeà la figure16.Nous

pouvonsla comparerà la surfaced’erreurdeCITC dela figure15 dontelle estassezproche,ce

35



qui confirmequel’approximationn’estpastropgrossière.

Dans(15), le termenégatifaudénominateurprendgénéralementdesvaleursfaibles.Il est

doncpossiblede le supprimer, ce qui évite le risqued’avoir un dénominateurnégatif.Ainsi

nousintroduisonsfinalementunenouvelleapproximation:

CITCApprox2 � ∑i � n
i � 1λib2

i ∑i � n
i � 1 λ2

i� ∑i � n
i � 1λi � 2 O � 1

1 (16)

Expérimentalement,cettematriceprésentelesmêmescaractéristiquesintéressantesqueCITC.

7 conclusion

Nousavonsprésentéunsystèmededétectionetdesuivi desmarquagesroutiersparcaméra.

L’extractionlocaledesmarquagestient comptede la géométriedesbandesblanches,en par-

ticulier de leur largeur. Ce critèregéométriquenouspermetde mieux détecterles pointsdes

marquages,toutenvérifiantl’hypothèsededétectionconservative.Un détecteurestdit conser-

vatif s’il élimine beaucoupde donnéesparasites,tout en conservant les donnéesinformatives

mêmesi ellessonttrèsbruitées.Lesdonnéesextraitessontintroduitesdansunalgorithmed’es-

timationrobustedescourbesparamétriquesqui caractérisentla formedela route.Nousavons

montréquelesmultiplicateursdeLagrangepermettentderevisiter la théoriesemi-quadratique

et dejustifier l’utilisation del’algorithmedesmoindrescarréspondérésitératifsdansla théorie

desM-estimateurs,mêmepourdespotentielsρ � b� � φ � b2 � nonconvexesetdoncplusrobustes.

Dansce contexte, nousavonstraité la questionimportantequ’est le choix desparamètres

du modèledebruit. Nousavonsintroduit desfamillesdemodèlesdebruit à deuxparamètres,

qui permettentunetransitioncontinueentrele modèlegaussienet desmodèlesnon-gaussiens.

Puis,nousavonsmontrécommentcettepropriétédecontinuitépeutêtreutiliséepouraméliorer
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la précisionet la robustessedesestimées.

L’avantagede poserla détectioncommeun problèmed’estimationestque la matricede

covarianceassociéefournit uneévaluationnaturelledesrésultatsdedétection.A causedesnon-

linéarités,notamment,le calculdela matricedecovarianceestdifficile dansle casrobusteet il

fautrecourirà desapproximations.Par ailleurs,si lesestimateursdonnentsouventdesvaleurs

suffisammentpertinentesmalgréle choixd’un modèledebruit maladapté,celui-ciaun impact

nettementplus fort sur la qualité de la matricede covarianceobtenue.Commela recherche

d’un modèlede bruit précisse révéledifficile en pratique,nousavonsproposéunenouvelle

approximationCITC de la matricede covariance,qui s’estavéréeplus robuste,dansles tests

présentésdanscetarticle.Elle peutêtreutiliséedansd’autresapplicationsetd’autrescontextes

avecprobablementlesmêmesavantages.Finalement,certaineséquivalencesentrematricesde

covarianceapprochéesontétéétabliesexpérimentalement.Ellesnousontpermisdedéduirede

nouvellesexpressionsdematricesapprochées,moinscoûteusesàcalculer.

8 annexes

8.1 optimisation souscontrainteset algorithme MCPI

Pourprouver la convergencelocalede l’algorithmeMCPI décritenpartie3.3,nousallons

étudierla minimisationde E � A � W � par rapportà W sousles n conditionshi � A � W � * 0, pour

tout A. Ceproblèmeestbienposécar il s’agit dela minimisationd’unefonctionconvexe sous

descontraintesconvexes.En appliquantle théorèmeclassiquedeKuhnet Tucker [13], si une

solutionexiste, la minimisationde E � A � W � par rapportà W estéquivalenteà la recherchede
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l’uniquepointselledela fonctionlagrangiennedu problème:

LR � A � W� λi � � 1
2

i � n

∑
i � 1

� φ � wi � � λi � wi � � Xt
i A � yi

s � 2 �
où lesλi sontlesmultiplicateursdeLagrange(λi , 0� . Formellement,nousmontronsquepour

toutA :

� eR � A� � min
wi

max
λi

LR � A � W� λi � (17)

Remarquonsque la fonction lagrangienneLR estmaintenantquadratiquepar rapportà A, au

contrairedela fonctiond’erreurinitiale eR. Enutilisantla propriétédupointselle,nouspouvons

changerl’ordre deminimisationet de maximisationdans(17). LR � A � W� λi � étantconvexe par

rapportàW, le minimumdeLR � A � W� λi � parrapportàW estle zérodesadérivée.Ainsi, nous

déduisons:

λi � φ & � wi � (18)

D’aprèscetteéquationet (H2), nouspouvonsdirequele problèmeinitial estéquivalentà la

minimisationsuivante:

min
A

eR � A� � min
A � λi

� LR � A � φ & � 1 � λi � � λi �
Soit AB� A � λi � �C� LR � A � φ & � 1 � λi � � λi � la fonction duale.Elle estconvexe par rapportà A ainsi

queparrapportàchaqueλi (eneffet, ∂2 D
∂λ2

i
��� 1

φ > > � φ > ! 1 � λi 3 ).
L’algorithmerobustele plussouventutilisé danslesapprochessemi-quadratiqueet lesM-

estimateursconsisteà minimiser A de façonalternéepar rapportà A puis aux λi. On peut

alorsmontrer, parexempleà partir de[20] quecetalgorithme,commetouslesalgorithmesde

minimisationalternée,fait décroîtrestrictementla fonctionduale,si sapositioncouranten’est

passurunpointstationnairedela fonctionduale.Un pointstationnairecorrespondàdesvaleurs

desparamètresA et λi pourlesquellesla dérivéede AB� A � λi � estnulle.
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Le problèmedespointsstationnairesestfacileà résoudreenpratiquelorsqu’ils sontisolés.

Eneffet, il suffit devérifier la positivité dela matricehessiennede AB� A � λi � , aprèsconvergence.

Tantquela matricehessiennen’estpaspositive,on introduit unelégèreperturbationaléatoire

de la positioncourantepourcontinuerà minimiserla fonctionduale.Aveccettemodification,

la minimisationdela fonctiondualeestglobalementconvergente.

Du fait de la formulationlagrangienne,si lespointsstationnairessontisoléspour la fonc-

tion duale,ceciprouvequel’algorithmeestglobalementconvergentversun minimumlocal de

eR � A� , quellequesoit l’initialisation A0. Un résultatsimilairea étédémontrédans[21, 8], par

uneapprochequi portesurlespointsstationnairesdeeR � A� etnondela fonctionduale.

Avecla formulationlagrangienne,l’unicité dela solutionpeutaussiêtredémontréelorsqueA estconvexeparrapportaucouple(A, λi).

8.2 justification de l’appr oximation CITC

Nous justifions ici l’approximation(14) introduite dansla partie 5.1. La matricede co-

variancedu vecteurdes paramètresestiméA est définie commel’espérancemathématique

E
� � A � Ã� � A � Ã� t � , où Ã est la valeurvraie du vecteurde paramètres.En effet, l’estimateur

estcentrécommenousle montreronsci-dessous.

L’étape 3 de l’algorithme robuste peut s’écrire sous la forme : O1A � B avec O1 �
∑i � n

i � 1λiXiXt
i et B � ∑i � n

i � 1λiyiXi. Pour les vrais paramètres,on peut écrire une équationde la

mêmeforme,Õ1Ã � B̃, avecdesdéfinitionssimilairespourÕ1 et B̃, maisimpliquantlesobser-

vationsnon bruitées,ỹi , et les valeursvraiesdespondérations.Dansla suite,noussupposons

quecesdernières,lesλi , nesontpasaléatoires.La conséquenceimmédiateestqueÕ1 � O1 et

donc: � A � Ã� � O � 1
1 � B � B̃� . La matricedecovariancedel’estiméepeutainsiêtreapprochée
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par : O � 1
1 E

� � B � B̃� � B � B̃� t � O � 1
1 . La secondeconséquenceestqueB̃ s’écrit : B̃ � ∑i � n

i � 1λi ỹiXi.

On a donc: � B � B̃� � ∑i � n
i � 1 λi � yi � ỹi � Xi � ∑i � n

i � 1λibiXi. Commele bruit està moyennenulle,

onaE
�
A � Ã�E� 0 : l’estimateurestdoncbiencentré.Comme,deplus,lesbi sontdesvariables

aléatoiresindépendantes,on a E
� � B � B̃� � B � B̃� t �F� ∑i � n

i � 1λ2
i E

�
b2

i � XiXt
i � E

�
b2 � O2. Cesdeux

résultatsunefois rassemblés,on obtientunepremièreexpressionde la matricede covariance

approchée:

CITC � E
�
b2 � O � 1

1 O2O � 1
1 � (19)

Pourpouvoir la mettreenœuvre,il estindispensabled’obteniruneapproximationdela variance

du bruit E
�
b2 � . L’approchela plus simple consisteraità calculercettevarianceà partir de la

définition du modèlede bruit. Mais l’estimationobtenuepeutêtremauvaisesi le modèlede

bruit esttrop éloignédela perturbationréelle.Il estpossibled’obteniruneapproximationavec

un meilleurcomportementlorsquele modèledebruit n’estpascorrect,enutilisant lesrésidus

bi et (12).

Pourcela,étudionsla relationentreE
�
b2 � etE

�
ŝ2 � , engardantl’hypothèsequelesλi nesont

pasaléatoires.L’expression(12) peutêtreécritesousla forme : ŝ2 � 1
n ∑i � n

i � 1λi � yi � Xt
i A� 2. En

introduisantle vrai vecteurdesparamètres̃A dansla somme,nousobtenons:

ŝ2 � 1
n

i � n

∑
i � 1

λi � bi � Xt
i � Ã � A��� 2 (20)

PourcalculerE
�
ŝ2 � commeunefonctiondeE

�
b2 � , nousdévelopponslestermescarrésdel’équa-

tion précédente.Enutilisant(19),nousobtenons:

E
�
ŝ2 ��� 1

n ∑i � n
i � 1 � E �

b2� λi � E
�
b2 � λiXt

i O
� 1
1 O2O � 1

1 Xi � 2λiXt
i E

� � Ã � A� bi � � (21)

Puisquebi estcentré,nousavonsdans(21) E
� � Ã � A� bi �G�H� E

�
Abi � . Le vecteurdespara-

mètresestiméestA � O � 1
1 ∑k � n

k � 1 λkXkyk � O � 1
1 ∑k � n

i � 1 λkXk � Xt
kÃ � bk � . Ainsi, E

�
Abi � peuts’écrire
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sousla formeE
�
Abi ��� O � 1

1 ∑k � n
k � 1 λkXkE

�
bkbi � . L’indépendancedebi nouspermetdesimplifier

la dernièreéquationenE
�
Abi �E� O � 1

1 λiXiE
�
b2 � . L’expression(21)s’écrit maintenant:

E
�
ŝ2 �E� E I b2 J

n � ∑i � n
i � 1λi � ∑i � n

i � 1λiXt
i O

� 1
1 O2O � 1

1 Xi � 2∑i � n
i � 1 λ2

i Xt
i O

� 1
1 Xi � (22)

Le troisième terme de cette équation peut se réécrire de la façon suivante :

Trace� ∑i � n
i � 1λ2

i Xt
i O � 1

1 Xi � � ∑i � n
i � 1Trace� λ2

i Xt
i O

� 1
1 Xi � , soit ∑i � n

i � 1Trace� λ2
i XiXt

i O
� 1
1 � �

Trace� O2O � 1
1 � en utilisant Trace� AB� � Trace� BA� . Par un raisonnementsimilaire, on

montrefacilementquele secondtermede(22) s’écrit égalementTrace� O2O � 1
1 � et on obtient

ainsile résultatsimpleE
�
ŝ2 �E� E I b2 J

n K ∑i � n
i � 1λi � Trace� O2O � 1

1 �ML . EnapprochantE
�
ŝ2 � par ŝ2, et

enutilisant(20)avecA � Ã, nousdéduisonsl’estimationdeE
�
b2 � suivante:

E
�
b2 �E� ∑i � n

i � 1λib2
i

∑i � n
i � 1λi � Trace� O2O � 1

1 � (23)

Enfin,ensubstituant(23)dans(19),nousobtenonsl’approximationdela matricedecovariance

proposée(14).
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FIG. 1 – Premièreligne: la caméraestpositionnéeversl’avantduvéhiculeprototypeduLIVIC

et un exempled’image prise par la caméradanscetteconfigurationest présenté.Deuxième

ligne : la caméraestpositionnéeverticalementsur le côtédu véhiculeprototypeet un exemple

d’imageprisepar cettecaméraestmontré.Les pixels sontrepéréspar les coordonnées� x � y�
commele montrela secondeimagedela premièreligne.
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FIG. 2 – Haut-Gauche: uneimagederouteavant traitement.Haut-Droite: résultatobtenupar

le filtre de Prewitt. Bas-Gauche: résultatobtenupar le filtre de Canny. Bas-Droite: résultat

obtenuavecnotrealgorithmed’extractiondemarquage.
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FIG. 3 – Gauche: estimationdela positiondumarquageensupposantquele bruit estgaussien.

Droite : estimationdela positiondu marquageensupposantquele bruit estT-Student.

FIG. 4 – Estimationdu centredesmarquagesà partir d’imagesréellesavec leshypothèsesde

distribution du bruit haussienne,Laplacelissée,T-Studentgénéraliséeet Geman& McClure,

dansl’ordre. Les lignesfinessont les initialisations.Les lignesplus épaissessont les estima-

tions.Cesfonctionsdedensitédeprobabilitésontdéfiniesdansla partie4.1.

47



−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Sα,s
Distributions

α = 1
α =0.5
α = 0.1
α = −0.1
α = −0.5

FIG. 5 – Modèlesdebruit de la famille exponentiellelisséeSα � s. Lorsqueα décroît,lesdistri-

butionsdécroissentdeplusenpluslentementpourlesgrandsrésidus.
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FIG. 6 – Modèlesdebruit de la famille deslois T-StudentgénéraliséesTβ � s. Lorsqueβ décroît

vers0, lesdistributionsdécroissentdeplusenpluslentementpourlesgrandsrésidus.
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FIG. 7 – Comparaisondel’estimateurdu facteurd’échelleŝ et du facteurd’échellethéoriques

pourunbruit deCauchy. Nousmontronsquesestsous-estiméparl’estimateurdumaximumde

vraisemblancelorsques 	 1 àcausedela discrétisationdesdonnées.
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FIG. 8 – Log-histogrammedel’erreur résiduelledesdétectionssur150imagesaprèsl’estima-

tion decourbe.Avecl’approchedumaximumdevraisemblance,la distributionestcorrectement

approchéeparun modèledela famille exponentiellelissée(9) aveclesparamètresα � 0 � 05 et

s � 1 � 1.
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FIG. 9 – Exemplesd’imagesextraitesdela sériede150imagesutiliséespourlesexpériences.

La lignenoirecorrespondà la lignederéférence.
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FIG. 10– Erreurrelativeentrel’estimationet la courbederéférencepourdifférentesvaleursde

α et des. A droite,nousinitialisonsl’algorithmed’estimationdefaçonaléatoire.A gauche,A0

estinitialisé auvoisinagedela référence.Lorsqueα estbienchoisi, la valléesuivants esttrès

large.
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FIG. 11 – Variationde la pondérationλ en fonction desrésidusb, pours � 2 � 4 et différentes

valeursdeα à droite,et pourα � 0 � 1 et différentesvaleursdes àgauche.
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FIG. 12 – Surfacesd’erreureR � A� , en fonction desdeuxparamètresdécrivant la droite pour

différentesvaleursde α : bruit gaussien(α � 1), modèleprochedu bruit T-student(α � 0 � 1),

bruit Geman& McClure(α �.� 1), degaucheàdroite.
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FIG. 13 – Courbesdestrois coefficientsde la matrice2 � 2 symétriqueCITC en fonction de

l’indice des40 premièresimagesde la séquencede 150 imagestraitées.La premièreet la

dernièrecourbesontassociéesauxcoefficientsdiagonauxdela matrice,qui estsymétrique.
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FIG. 14 – Premiercoefficient dessix matricesde confiance: CSimple, CCi pra, CITC (ligne du

haut,de gaucheà droite),CHuber1, CHuber2 et CHuber3 (ligne du bas,de gaucheà droite). Les

valeursont desordresdegrandeurtrèsdifférents,maislescourbesvarientde façonanalogue.

Cesrésultatssontobtenusavecα � 0 � 2 et s � 2.
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FIG. 15 – Erreurrelative deCITC par rapportà la matricede référenceen fonction de � α � s� .
Avecla nouvelleapproximationnousobtenonsuneerreurrelativede20%aucontrairedescinq

autresqui fournissentdeserreursplusimportantes,pourα 	 0.
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FIG. 17– Quelquesexemplesdedétectiondesmarquagesavecle modèledepolynômefraction-

nairededegré3, et avecle mêmemodèledebruit α �.� 0 � 5 ets � 4. Lescourbesd’incertitude

àplusoumoinsunécart-type,utilisantCITC, sontaussiaffichées.
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