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« ON APPELLE CA, un peu obscurément, la loi des

grands nombres. Par quoi 'on peut dire & peu pres
que, si un homme se tue pour telle raison et un autre pour
telle autre, dés qu’on a affaire & un trés grand nombre, le
caractére arbitraire et personnel de ces motifs disparait, et
il ne demeure... précisément, qu’est-ce qui demeure? Voila
ce que j’aimerais vous entendre dire. Ce qui reste, en effet,
vous le voyez vous-méme, c’est ce que nous autres profanes
appelons tout bonnement la moyenne, c’est-a-dire quelque
chose dont on ne sait absolument pas ce que c’est. Permettez-
moi d’ajouter que l'on a tenté d’expliquer logiquement cette
loi des grands nombres en la considérant comme une sorte
d’évidence. On a prétendu, au contraire, que cette régularité
dans des phénomenes qu’aucune causalité ne régit ne pouvait
s’expliquer dans le cadre de la pensée traditionnelle; sans
parler de mainte autre analyse, on a aussi défendu l'idée
qu’il ne s’agissait pas seulement d’événements isolés, mais de
lois, encore inconnues, régissant la totalité. Je ne veux pas
vous ennuyer avec les détails, d’autant que je ne les ai plus
présents a l’esprit, mais personnellement, il m’importerait
beaucoup de savoir g’il faut chercher la-derriere quelque
mystérieuse loi de la totalité ou si tout simplement, par une
ironie de la Nature, I’exceptionnel provient de ce qu’il ne se
produit rien d’exceptionnel, et si le sens ultime du monde
peut étre découvert en faisant la moyenne de tout ce qui
n’a pas de sens! L’une ou l'autre de ces deux conceptions
ne devrait-elle pas avoir une influence décisive sur notre
sentiment de la vie? Quoi qu’il en soit, en effet, la possibilité
d’une vie ordonnée repose toute entiere sur cette loi des
grands nombres; si cette loi de compensation n’existait pas,
il y aurait des années ou il ne se produirait rien, et d’autres
ol plus rien ne serait str; les famines alterneraient avec
I’abondance, les enfants seraient en défaut ou en exces et
I’humanité voletterait de coté et d’autre entre ses possibilités
célestes et ses possibilités infernales comme les petits oiseaux
quand on s’approche de leur cage. »

MusiL, L’homme sans qualités.
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Premiere partie

SERIES CHRONOLOGIQUES




Introduction

Définition 1.1 — On appelle processus une suite (X,,), de variables aléatoires.
Définition 1.2 — Un processus (X;): & valeurs réelles ou complezxes est dit du second
ordre si
E[|X¢[?] < o0 vieT.

Pour un processus de second ordre, on appelle covariance la fonction T' définie sur
T xT par
(s, t) = E[(Xs —E(X)) (X — E(Xt))] .

Remarques — 1l est utile de noter que :

1. L%(P) c LY(P);

2. si X est réelle, alors I' est réelle, symétrique et semi-définie positive : Vtq,..., t, €
T, Ya € C",

Zaif(ti, t])a_j 2 0 y
4,J

3. T semi-définie positive au sens complexe = T" hermitienne, i.e. T'(s, t) = T'(¢, s) ;

4. T réelle et semi-définie positive = T' symétrique, i.e. ['(s, t) = T'(¢, ).

Théoréme 1.1 — Si T" est une fonction réelle, symétrique et semi-définie positive sur
T x T, il existe un processus (X¢)ter réel du second ordre de covariance T.

Théoréme 1.2 — Si " est une fonction réelle, symétrique et semi-définie positive sur
T x T, il existe un processus (Xi)ier gaussien centré de covariance T.

Définition 1.3 — Un processus réel (X;); est dit gaussien siVn, Y(t1,...,t,) C T,
la variable aléatoire vectorielle (Xy,, ..., Xy,) est gaussienne. Un processus gaussien est du
second ordre.




1. INTRODUCTION

Définition 1.4 — Un processus du second ordre est dit centré si E(X;) =0 ,VteT.

Définition 1.5 — Un processus du second ordre (X,,), est dit stationnaire au sens
large si la moyenne E(X,,) est constante et si la covariance I'(n, m) ne dépend que de la
différence n — m, i.e. Iy : Z — C telle que

D(n,m) = ~(n—m)
) = E[(X —E(X) (X0 — E(X0)]

v(n) = E(X,Xo) st les variables sont centrées

E(X,) = E(Xo) Vn.

Notation — On notera SLC un processus du second ordre stationnaire au sens large
et centré.
Définition 1.6 — Le coefficient de corrélation p(n) est une mesure de la dépen-

dance entre linstant 0 et l’instant n :
v(n)
(m) =220
7(0)
Si p est proche de 1, la mémoire est dite « longue ».

Remarque — < est une fonction semi-définie positive telle que :
1. ~(0) est réel, positif ou nul;
2. y(n) =~v(-n);
3. () <~(0) , Vn.
Si le SLC est réel, alors 7 est réelle et v(n) = y(—n).

Proposition 1.1 — Sivy:Z — R est paire et semi-définie positive, alors il existe un
SLC gaussien de fonction de covariance 7.

Remarque — Le processus gaussien qui vient d’étre construit a la propriété suivante :
P(X,, € A1,..., Xpn, € Ar) = P(Xpy4n € A1, ..., Xnptn € A) .
Définition 1.7 — Un processus (X,)n est dit stationnaire au sens strict si
Vkni, ..., ng,n,
P(X,, € A1,..., Xn, € Ag) = P(Xpny4n € A1,..., Xnpn € Ar)

Théoréme 1.3 (Ergodicité) — Soit f(Xo,...,Xa) € L1(Q, A, P). Alors

N
N K Kip) 25 E(f (Ko, Xa))
=1

PROCESSUS STOCHASTIQUES 9



1. INTRODUCTION

1.1 Mesures spectrales — processus ARMA

Soit IT = R/277 le tore. On note e1(t) = €, e, (t) = €™ et &,(t) = e~ = e_,(t). La
mesure de Lebesgue est invariante par translation :

/Hf(x)dx:/nf(x—i—u)dx, Vuell.

(€n)n est un systéme orthonormé dans £2()), ot A est la mesure de Lebesgue.

/ len|? dA
I
/ene_n dA
I

/ 1dX

I

< epn,em > = /ene;n dA
11

= /en_m dA
11

_ {O si n#m

llenll3

1 si n=m.

ST a,e, converge dans £2(\) ssi 37 |a,|? < oo

P(C) — Lz(I)
(an)n € +— S+ %ane,:  isométrie bijective

2
|Saea] = <Y owen Yanen >
= ZZan&m < €p, Ey >
n m
—+oo
2
= 2 lanf.
—0o0
Rappel — Une isométrie est toujours injective; ici, elle est de plus surjective.

{en}n est une base orthonormale de £2(\) : pour f € £L2()\),

+oo
f = Zanen I
—00

avec a, = [ fe_, dX\, qui est le n® coefficient de Fourier de f (noté f(n)). Nous avons

—+oo
<f,en>=<Zakek,en>: an, -

—00

PROCESSUS STOCHASTIQUES 10



1. INTRODUCTION

f = (f(n))nez est la transformation de Fourier. (est une isométrie de £2(IT) sur
12(Z). Si p est une mesure bornée sur II, sa transformée de Fourier est la fonction Fpu ou fi
définie sur Z par

Fu(n) = /Hen dge .

Propriété 1.1 — L’application p —— fi est injective.

Théoréme 1.4 (Herglotz) — La fonction v sur Z est une covariance si et seulement
st il existe une mesure positive p sur Il telle que

1) = [ e di.

Définition 1.8 — Si X est un SLC de covariance vx, la mesure pux telle que

yx(n) = /en dpx

s’appelle la mesure spectrale de X. De plus, si ux a une densité par rapport & A, i.e.
px = fx.A (pour fx € LL(N)), cette densité s’appelle la densité spectrale.

Rappel — (u,,) converge étroitement vers y si et seulement si Vf € Cy |
/ £ dpn — / fdu.

Proposition 1.2 — Si (XF*) est une suite de SLC telle que, pour tout n, klim Xk
— 00

existe dans L2, si on appelle X,, cette limite, alors le processus X = (X,,) est un SLC et
x est la limite étroite des px, .

—+oo
Proposition 1.3 — Si Z lvx (n)|? < oo, alors jux est la mesure ayant pour densité
—0o0
la fonction
“+ o0
>l (R)es] -
— 00
+oo
De méme si Z [vx(n)] < oo (et dans ce cas, Y, vx(k)e_i est continue).
—0o0
Définition 1.9 — On appelle bruit blanc de variance o une suite de v.a. réelles,

centrées, appartenant a L2, de variance o et 2 a 2 non corrélées. On note (U,)) € BB(c?).

Nota — Un bruit blanc est un SLC.

PROCESSUS STOCHASTIQUES 11



1. INTRODUCTION

Proposition 1.4 — Un SLC U est un BB(0?) si et seulement si uy = o2 \.

Proposition 1.5 — Si X est un SLC et si a € I*(Z), alors le processus Y défini par
+oo
Y, = Zaanfk
—00

est un SLC dont la mesure spectrale uy est donnée par

+oo 2
Hy = ‘ E akefk‘ mx -
— 00

Définition 1.10 — L’opération de passage de X a Y s’appelle une opération de
filtrage. On dit que Y est la transformée de X par le filtre de fonction de transfert

f=> are_g.
Proposition 1.6 — Si U est un BB(0?) et si a € 12(Z), alors

+oo
Y, = Z apUn—i
—o0

définit un SLC de mesure spectrale

o0 2
‘ Zake_k‘ 3N
— 00

Définition 1.11 (MA) — Si dans la proposition précédente, on suppose ar, = 0 pour
k < 0, le processus Y obtenu s’appelle un MA (c00)'. Si de plus ar = 0 pour k > q, le
processus Y s’appelle un MA (q).

Exemple — Le processus
X, = Up4+pUp 14+ p"Upp+ -
= Uy + p(Un—l + pUn—2 + - )
= U+ an—l

est un processus autorégressif d’ordre 1.

Proposition 1.7 — Si |p| # 1 et si U est un SLC ou un BB, il existe un SLC X tel
que

Xn_an—l :Una Vn .

1. MA pour moving average., c.-a-d. moyenne mobile.

PROCESSUS STOCHASTIQUES 12



1. INTRODUCTION

Définition 1.12 (ARMA) — On appelle processus ARMA d’ordre (p, q) un SLC
réel X satisfaisant a une équation du type

aOXn + aan—l +--- 4+ a/an—p = bOUn + blUn—l + -+ qunq )
avec U € BB et a;,b; € R.

Moving average MA(q) Xn =>4 obkUni -
Auto-regressive AR(p) Uy =30 _obkXn_k .
ARMA (p,q) aoXn + a1 Xn 1+ +apXpn_p =bUp +b1Up 1+ - +byUy, .
On note

P(z)=ao+ar1z+ -+ ap2?
et

Q(z) =ap+arz+ - +ag2?.

Définition 1.13 — Soit B l’opérateur de retard (shift) :
(BX)p =X,_1 et (B*X), =X, .
La définition revient donc a
P(B)- X =Q(B)-U.
Cette équation est appelée équation ARMA.

Théoréme 1.5 — 571 Z est un SLC et P un polynome n’ayant pas de racines de module
1, alors il existe un SLC X tel que P(B)X = Z.

Corollaire 1.1 — Si P est un polynome n’ayant pas de racines de module 1, il existe

des ARMA(p,q), i.e. des SLC réels X tels que P(B)X = Q(B)U.

Proposition 1.8 — Si X est un ARMA solution de P(B)X = Q(B)U ot U € BB(d?),
alors X a une densité spectrale égale a

|Q o e,1|2 o2
[Poeyf?

Définition 1.14 — On dit qu’'un ARMA est un processus a spectre rationnel.

PROCESSUS STOCHASTIQUES 13



1. INTRODUCTION

1.2 Prédiction linéaire

Soient Y, X1, ...,X, dans £2. On cherche Y =b+a1 X1+ +anX, tel que IE[(Y—Y)Q]
soit minimum.

Théoréme 1.6 — La meilleure prédiction de Y par une fonction affine X =
(X1,...,X,)t est donnée par

n

Y =E(Y)+ ) a(X; - E(X)))
=1

Y =E(Y)+a' (X - E(X))

avec a racine du systéme
I'xa = (cov(X;,Y)) .

De plus, si I'x est inversible, on a
Var(Y —=Y) = Var(Y) —a'T'xa ,

ot Var(Y —Y) est la variance résiduelle.

Proposition 1.9 (Algorithme de Dubin-Levinson) — Soit X un SLC. On suppose
que vx(0) > 0. Soit Xn+1 =&, X, + P2 X1+ - + Ppn Xy la meilleure prédiction de
Xnt1 en fonction de X, X1, .... Soit vy, = || Xniy1 —Xn+1|\2 Uerreur de prédiction. Alors
les @, et les vy, sont données par les 3 équations de récurrence suivantes :

o — 2= 1 By (n—g)
nn Vp—1 )
(I)nj = (I)n—l,j - (bnnq)n—l,n—j y
_ 2
Up = vn—l(l - (I)nn) )

avec les conditions initiales ®11 = v(1)/v(0) et vog = v(0).

Définition 1.15 — On appelle fonction d’autocorrélation partielle la fonction
r(n) définie par
T(n) = ¢n,n7 n 2 1 .

Remarque — r(n) grand pour n grand : « mémoire longue ».

Proposition 1.10 —

r(n) = corr (Xn+1 — projy (Xnt1) » X1 — pmj’H(Xl))
< Xn+1 — pTOjH(Xﬂ/-I-l) , Xq — prOjH(Xl) >
[ X1 — proja(X)||[[ Xn+1 — projy (Xn1) ||

)

avec H = ev(Xa, ..., Xp).

PROCESSUS STOCHASTIQUES 14



1. INTRODUCTION

Remarque —

eV(Xl, .o ,Xn) =H D R(Xl — pI‘OjH(Xl)) .
Remarque — La connaissance de r(n) entraine celle des y(n)/v(0).

Proposition 1.11 (Algorithme de 'innovation) — Soit X un SLC. (X, — X,,) est
une suite de v.a. deux & deux non corrélées. Par conséquent, (X — Xi)r=1,... n constituent

une base de 'espace vectoriel ev(Xy,...,X,) avec la convention X1 = 0. On pose

n

Xny1 = Zemj(Xanj — Xny1-5) -
j=1

Alors les 0, ; et les v, sont données par les 3 équations de récurrence suivantes :

vy = F(l,l)7

=S Ok ke j—On O )V,
P D(n+1,k+1) ZFO(@;;kﬂ Onn—3On.n—5)v;i k=01,....m—1,
vn o= Tn+1n+1)—307762, v

1.3 Prédiction sur le passé infini

Soit X un processus du second ordre centré. Soient
HYX = ev(Xii#n)

= {limites dans £2 de combinaisons linéaires des X; = E aan_k.} .

finie
X g . X X
HZ est une suite croissante (H;* C H'\ ).

Notations — On note

Y, = (HY

HY = H

I

=

Définition 1.16 — HX__ est appelé le « passé infini ».

Proposition 1.12 — On a

X X X X
HX_  C HYX C HY, C HX.

Définition 1.17 — Un processus du second ordre est dit singulier si

HYX = HX_.

PROCESSUS STOCHASTIQUES 15
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Définition 1.18 — Un processus du second ordre est dit régulier si
X
HZ _ = {0}.
Remarque — Un processus a la fois singulier et régulier est identiquement nul.
Lemme 1.1 — Si H est un espace de Hilbert et H,, une suite croissante (respectivement

décroissante) de sous-espaces fermés de H, alors pour tout x de H, la suite de projections
projg, (x) converge vers projg_(x), ot Hoo = UH,, (resp. Hoo = NHy).

Théoreéme 1.7 (Décomposition de Wold) — Si X est un processus du second ordre
centré, il existe deux processus X" et X?, respectivement régulier et singulier, orthogonauz
entre eux et tels que

X, = X, +X;
i.e.
HY = HX o HX .
Cette décomposition est unique. De plus,

HX = HX .

Notation — On note p, = projyx.

Remarque —
Xp = P-oo(Xn)
Proposition 1.13 — Si X est un SLC, il existe une isométrie B de HX sur lui-méme
telle que
(BX), = Xn-1.
De plus,
Bp, = pn—1B.
Remarque —

pn(X) = hm p(Xan_l’”“Xn_p)(X) .

p—0o0

Proposition 1.14 — Soit X un SLC. Alors le processus
Un — Xn _pnfl(Xn)
est un BB non nul sst X n’est pas singulier. De plus, on a

pooB = Bpoov
detl’
2 . n+1
v T LI Tdetl,

et

BU, = U,_;.
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Définition 1.19 — Ce processus s’appelle l'innovation de X.

Corollaire 1.2 — Si X est un SLC, les parties singuliére et réguliere de sa décompo-
sition de Wold sont des SLC.

Proposition 1.15 — Les 3 énoncés suivants sont équivalents :

1. X est régulier;
2. il existe un BB U tel que HX = HY | Vn (U est l'innovation) ;
3. il existe un BB W et une suite ¢ € I*(N) telle que'

(o)
Xy = S Wy
0

Remarque Cette proposition signifie « I’identité » entre les processus réguliers et les
MA((00).

Proposition 1.16 — Si W est un BB tel que HY = HX Vn, alors il eriste des
scalaires A\, tels que (|An|)n soit une suite constante et

Wy = )\nUna

ot U est Uinnovation de X.

Remarque — Ceci signifie I'unicité « essentielle » du bruit blanc telle que voulue en
(2) de I'avant-derniére proposition — cependant qu’il n’y a pas unicité en (3).

Proposition 1.17 — Un SLC X est un MA(q) ssi vx(n) =0 dés que |n| > gq.

Remarque — Si X est un processus gaussien, I'innovation est une suite de v.a.
gaussiennes indépendantes, centrées et de méme variance.

1.4 Estimation

1.4.1 Moyenne

Soit x1,...,r, une série expérimentale qui est une réalisation de X1, ...,X,,, processus
stationnaire large que 1’on notera X.

- 1
X, = E(X1+...+Xn)

est un estimateur (sans biais) de la moyenne m. Est-il convergent ?

1. W n’est pas forcément 'innovation — mais on peut prendre I'innovation pour W.
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Proposition 1.18 — ~
lim Var(X,) = ux({0}).

n—oo

Théoréme 1.8 — Si ux({0}) =0, alors X,, converge vers m en moyenne quadratique
(i.e. dans L?). De plus, si X a une densité fx continue en 0, alors X,, converge p.s. vers
m.

Théoréme 1.9 — Si
+oo
Xn = b+ Z ajZn—ja

j=—00

ot a €l et (Z,), est une suite de v.a. i.i.d. centrées et de variance o2, et si
—+oo
a= E a; # a
— 00

alors

VX, - N(b, a?0?) .

1.4.2 Covariance

Soit N la longueur de la série. On suppose qu’elle est centrée. On désire estimer la

covaraince. Soit Vk > 0,
| Nk

Yx = XiXitk -
X N—k; +k

Il est sans biais. Cependant un probléme demeure : la fonction 4 ainsi définie n’est pas
nécessairement semi-définie positive.

Définition 1.20 — On définit
| Nk
Y= Z; XiXitr

avec N > 50 etkg%,

Proposition 1.19 — 4 est un estimateur asymptotiquement sans biais.

Définition 1.21 — On définit

2>
—~

)
~

plk) =

2>
—~

(=}
=
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Théoréme 1.10 — Si X est un SLC gaussien tel que ), ., < 00, alors :
1. (k) est un estimateur p.s. convergent de y(k) ;
2. onaVK eN,

. . £
\/N(’VN(Z) - 7(7’))1‘207”')[{ - N(O,F) )
ot
Ty = Y (ym)oy(m+i+j)+y(m)y(m+i—j)) .
meEZ
De plus
Jim N E| (4w (i) = 5(0) (v () = 1()| = Ty -
Remarque —
> Jkly(k) < 00 =y € 1%(Z) .
keZ
Théoréme 1.11 — Sous les mémes hypothéses que précédemment, on a que

n

(0@ ) = N ((P0)h) 2 )

ot la formule de Bartlett donne

+oo

Wy = Y {p(kﬂ')p<k+j>+p<k—z’>p<k+j>+2p<i>p<j>p<k>2—2p<i>p<k>p<k+j)—2p<j>p<k>p<k+z‘>2} .
k=—o00
Entre autre,
+oo
Wi = > {plk+4) + p(k — i) — 2p(i)p(k) }” .
k=1

1.4.3 Modélisation par les MA

MA(q) : v(i) =0 sii > q. Pour i > g,

Wi = 1+42p(1)° + - +20(q)?

Proposition 1.20 —
VNp(i) ~ N, Ay) .

PROCESSUS STOCHASTIQUES 19



1. INTRODUCTION

Remarque — On peut faire le test de ’hypothese H : le MA est d’ordre inférieur
ou égal a ¢g. Pour le niveau o = 0,05, on rejette 'hypothese si

1,96vVA

p@)] > N

pour un ¢ > q.

Remarque — Modéliser un MA, c’est déterminer g,bo, . .. ,bq,0% ; pour ce faire :
1. on choisira le premier g pour lequel on ne rejette pas I’hypothese de base;

2. on résoudra ensuite le systeme

q
§(k) = of Y bibig .
=k

Définition 1.22 — S5i X est un SLC, on appelle périodogramme la fonction aléatoire

1 N
]N = N|kz_1Xke,k|2 .

Proposition 1.21 —

Remarque — Dans les bons cas,

—+oo
Ix = Z’V(k‘)e*k )
—o0
d’oll Iy apparait comme étant un estimateur empirique de fx.

Théoréme 1.12 — Les mesures (In\) convergent p.s. étroitement vers pux lorsque X
est stationnaire strict et ergodique.

Théoreme 1.13 — Si X est un SLC gaussien et si Y, |k|.|v(k)| < oo pour toute
fonction borélienne bornée ® & valeur dans R%, on a

lmE[In(®)] = I(®)
et
VN (In(¢) — 1(®)) = N(0.T(®)) ,

avec

[(®) = /<I><I>tf§< dX .
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1.5 Théoréme spectral et applications

Soit f:Z — C , f CI?(Z). Alors f s’écrit sous la forme

+oo
fn) =Y frex(n).
On note
vxln) = [ en dux.
Définition 1.23 — Si (E,E,u) est un espace mesuré o-fini, on appelle mesure aléa-

toire de base p sur (E,E) toute isométrie de L&(n) dans LE(Q,AP).

Soit £, = {A € £ | u(A) < oo}. On note Z une mesure aléatoire. Soit A € £, : 14 C
L2(p). Z(1a) = Z(A) est I'image de 14 par I'isométrie. Z est bien une mesure :
(i

i) Z(0)=0;
(i) si A, Beé&, et ANB =0, alors

E[Z(A)Z(B)] = / 1,475 du
= 0,

i.e. Z est & accroissements orthogonaux ;

(ili) si A,Beé&, et ANB =0, alors
Z(AUB) = Z(A)+ Z(B) ;

(iv) ona

o0

(An) € &y s An 1 A =0 } = Z 14, converge dans £2(p) vers 14,

21 m(An) < o0

Z(UA,) = iZ(An).

Définition 1.24 — Si toutes les v.a. Z(f) pour f € L>(u) sont centrées, on dira que
Z est centrée.

Notation — On note
Z:Li(n) — LE(QAP)
o 2= [ riz = [ swizw
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Réciproquement — Si Z vérifie les points (i), (ii) et (iv), on lui associe une mesure
aléatoire : pour A € &,

N
Z(Z aily,) = ZaiZ(Ai) .

Lemme 1.2 — Si I est une isométrie de E C H dans H', il existe un prolongement
unique I de I dans E. On a

1I(E) = 1(E).

Remarque — La mesure aléatoire est appelée processus spatial (ou champ
spectral).
Proposition 1.22 — I existe une gaussienne centrée X indexée par £, telle que
IE[X(A)X(B)] = uw(ANB).
Théoréme de Karhunen Si X est un processus du second ordre centré, défini sur

(Q,AP), et 8'il existe un espace (E,E,u) et une fonction a tels que la covariance de X
s’écrive

E[X, X, = /Ea(s,u)a(t,u) du(u)

(quels que soient ¢ et a(t,.) € L&(u)), alors il existe une mesure aléatoire Z de base 1 telle
que

Remarque — On a

Théoréme 1.14 (Représentation spectrale) — Si X est un SLC, il existe une
mesure aléatoire Zx de mesure ux telle que

Xn = /endZX.
II

Nota —

Proposition 1.23 — Si ux est a support fini, alors il existe des v.a. Aj non corrélées

et des t; € Il tels que
Xn - ZAjeintj .
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Définition 1.25 — U est un processus spatial s’il existe une certaine mesure v telle

que VA,B boréliens,
]E[U(A)U(B)] = v(ANB).

Proposition 1.24 — Soit X un SLC. Les quatre propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) il existe un BB U et a € [*(Z) tels que

—+oo
X, = Z arUn_g ;
k=—o00
(ii) il existe c € 1?(Z) telle que
+o0
Wx(’fl — m) = Z Ck—nCk—m ;
k=—oc0

(ii) X a une densité;

(iv) X a une densité de la forme

+oo
| 2 dieil?

k=—o0

avec d € 2.

Remarque — Il n’y a pas unicité dans (ii) et (iv) (et (i)). La densité spectrale est
unique ; son écriture, non.

Proposition 1.25 — Si X est un SLC, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X est régulier;

(ii) X a une densité spectrale de la forme | > o are_g|? ;

(iii) il existe un BB U et a € I*(N) tels que

+oo
Xn = ZakUn_k.
k=0

Théoréme 1.15 (Szego - Kolmogorov) — Si X est un SLC et 02 est la variance
de son innovation, si ux = fx.A+ v est la décomposition de Lebesgue de px par rapport a

A, alors
0?2 = exp (/logfx d)\) ,
I

et sio? >0 (i.e. le processus n'est pas singulier), alors fx .\ et v sont les mesures spectrales
respectivement des parties réguliére et singuliére de la décomposition de Wold de X.

Corollaire 1.3 — Soit X un SLC ayant une densité spectrale fx. Alors

X régulier <= log(fx) € L)) .
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Théoréme 1.16 — Si X est un SLC et f € L?(ux), alors le processus Y défini par

Yn = /endeX

est un SLC de mesure spectrale
py = |fPux

Définition 1.26 — On [’appelle I'image de X par le filtre de réponse f et on note

Y = A;X.

Remarque — On a
Zy(9) = Zx(fg)

pour tout g € L£2(uy) = L2(|f|?px)-

Définition 1.27 — Le filtre passe-bande est le filtre
f - 1B B

pour un ensemble B C II.
Définition 1.28 — f est appelée fonction de transfert.

Proposition 1.26 — Si U est un BB et a € 12(Z), alors le processus
—+oo
Xn = ZakUn—k
— 00
est égal & AfU, o

+oo
f = Zake_k.
— 00

On obtient de cette facon tous les processus AsU pour f € L2(u).

Proposition 1.27 — Si X est un SLC, si f € L%(ux) et g € L2(|f|Pux), alors
fg € L2(px) et
Apg(X) = Ag(Ar(X)) .
Lemme 1.3 — SiY = A X et Z = Ay X et siY,, = Z,, pour un n, alors f = g dans
L2(px).

Théoréme 1.17 — Si Y = A, X, il existe un filtre Ay tel que X = ALY ssi

px({h=0}) =0,

et dans ce cas, k =1/h.
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Remarques —

1. Y, = ng cx Xpn—k est la « convolution » sur Z. Le passage de Y & X la « décon-
volution » ;

2. Soit Y,, = Zfz ¢k Xn—k sl nest le temps, le filtre n’est pas réalisable (car il faut
connaitre le futur) ;

3. Soit Y, = ZS_ e Xn—_r ¢ sin est le temps, le filtre est réalisable et qualifié par suite
de causal.

Notation — On considére un ARMA :

Xnt+a X1+ - +apXnp = Up+01Up1+ -+ bUn—qg
P(z) = 14+a1+ -+ ap?
Q(z) = 14+bi+---+bg2

h, = Poe_;
hy = gqoe_y
AhpX = AhgU .
On notera
A X = AgU .
Théoréme 1.18 — Si P n’a pas de racine de module 1, alors il existe un unique SLC
X tel que
A, X = AQU .
Théoreme 1.19 (Fejer - Riesz) — F est une fraction rationnelle telle que F oe_y

soit réelle positive et intégrable ssi il existe une fraction rationnelle irréductible Q/P telle
que pour tout z de module 1, on ait

avec P sans racine de module 1.

Lemme 1.4 — Yu €, u#0, si|z| =1, alors
1 z 9
(-u)e—1) = e —uf.

Remarque — Soit f:II — R définie par

2

) = |Soea)

Cette écriture n’est pas unique. On peut multiplier Q/P par :
(i) des constantes de module 1;

(ii) 2™ avec m € Z;
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(iii) |u\%, avec u # 0.

Définition 1.29 — Un produit de fonctions d’un de ces trois types s’appelle un
produit de Blaschke.

Proposition 1.28 — Deuz fractions rationnelles ont des modules égaur sur C =

{|z] = 1} ssi leur produit est un produit de Blaschke.

1.6 Equations ARMA canoniques

Rappel — Si u # 0,

1
11 —wue_1| = |ul’]1 - =e_1]?.
U
Lemme 1.5 — Si P n’a pas de racine de module 1, alors
—+oo
Q. .\ _ k
F(z) = chz
— 00
pour z dans une couronne ouverte contenant {|z| = 1}. De plus, les ci tendent vers 0

exponentiellement vite lorsque z — Foo. Enfin, si toutes les racines de P sont de module
supérieur a 1, alors ¢ = 0 pour k < 0.

Proposition 1.29 — Si ApX = AgU avec P sans racine de module 1, alors
“+o0
Xn = ZCkUn—k )

les (cr)r étant ceux du lemme précédent. Si P a toutes ses racines de module supérieur &
1, alors

+oo
Xn = E CkUnfka
k=0

et en particulier X est régulier.

Proposition 1.30 — 5i Q a toutes ses racines de module supérieur & 1, alors il existe
(di)k tendant exponentiellement vers 0 et telle que

+oo
Un = deXn—ka
k=0

et en particulier X est régulier.
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Corollaire 1.4 — Si P et () ont toutes leurs racines de module supérieur a 1, alors
U est un multiple de l'innovation de X.

Définition 1.30 — P est dit sublime (respectivement quasi-sublime) si toutes les
racines de P sont de module supérieur & 1 (resp. supérieur ou égal & 1).

Théoréme 1.20 — Si X est un ARMA, il existe deuz polynomes P et Q et un bruit
blanc U tels que :
(i) ApX = AQU ;
(i) P est sublime et Q quasi-sublime ;
(iii) P et Q sont premiers entre euz et P(0) = Q(0) = 1.

De plus, pour toute relation Ap X = Ag:'W satisfaite pr X, on a d°P < d°P’ et d°Q <
d°Q'. Si p et q sont les degrés respectivement de P et Q, on dira que X est de type
minimal (p,q). La relation ApX = AQU avec les propriétés (ii) et (iii) est unique et
s’appelle la relation canonique de X. Toute équation Ap X = Ag:W avec d°P = d°P’
et d°Q = d°Q’ est dite de type minimal.

Proposition 1.31 — S5i ApX = AU est la relation canonique de X, alors U est
Uinnovation de X.

Proposition 1.32 — Un SLC régulier X est un AR(p) ssir(n) =0 pourn > p, ot r
est la fonction d’autocorrélation partielle.

1.7 Covariance et auto-corrélation des ARMA

Un ARMA X peut étre défini de trois manieres :

(i) sa covariance (yx(n));

(ii) le triplet (a,b,0?) (sia et b sont de dimensions resp. p et g, et si 0% = o7, alors il y
a p+q+ 1 parametres) ;

(iil) Xn =g cxUn—g, soient (cx) et of.

Passage de (ii) a (iii) — Les (c¢x) sont les coefficients du développement en série
de Laurent de P/Q :

1+biz4 -+ byzt k
L4+ajz+ -+ apz? B chz ’
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Passage de (iii) & (i) —
7X(n) = ]E(XOaXn)

_ E{(ickvnk)(iclUnz)]
_ 2 i::clncl

oo
2 2 :

= Oy Cl—nC] .
l=n

Passage de (i) a (ii)) —

Xp+aXn g+ +apXnp = Up+bUp1+ - +b,Unq
Vs >0, E[(Xp+...)Xn s E[(Un+...)Xns]
i.e.
Y(s)+ay(s—1)+ -+ ayy(s—p) = EUyXn—s] +0E[Up_1Xn—s] + -+ bE[Up—gXn—s] ,

dites équations de Yule - Walker .
Des que s > g,
V(s)+ary(s—1)+-+apy(s—p) = 0
(car Up—q LHX | Up_gr1 LHX ) etc).

—35

D’ou les p équations suivantes :

Y(g+1) +ary(q)+-+ayylg+1-p) = 0
Yg+2)+ayg+1)+-+ayy(g+2-p) = 0
Y(@+p) +tayg+p—1)+---+ap(g) = 0
Posons
v(q) oo Y(g+1-p)
R(p,q) = : :
Yg+p-1) ... v(q)

Alors le systeme équivaut &
R(paQ)a’ = _r(p7q) )
our(pyg) = (vg+1=,...7(¢+ p))t. On admet que R(p,q) est inversible. Alors

a = —R ' pgq)-r(pag) -
Soit Y, = > b axXp—k, avec ag=1.Y est un MA(q).

wmn) = Y aayx(nt+k—1) (et yy(n)=0si|n|>q)
0<k,I<p

q
= U%Zbkbk_n pour 0 <n<gq.
k=n
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Nous sommes donc en présence de ¢ + 1 équations, qui vont nous permettre de trouver
. 2
les by,br—p, et of.

Passage de (ii) & (i) — a,b,0% et I'écriture Y ¢, U,_j permettent d’obtenir, via le
systeme de Yule-Walker, v(0),...,7(q). v est solution de I’équation de récurrence liée au
polynéme P(z), qui est sublime.

Théoréme 1.21 — La covariance d’'un ARMA décroit exponentielement vite vers 0.

Attention — On considérera dorénavant () sublime et
o0
Un = Z dk:Xn—k
k=0

avec |dg| \, 0 exponentiellement vite.

Proposition 1.33 —

pn—l(Xn) = Pgx (Xn)

= - Z dp Xk -
k=1

Théoréme 1.22 — La fonction d’autocorrélation partielle d’un ARMA tend exponen-
tiellement vite vers 0.

Corollaire 1.5 — ||pn—1(Xy) — p°(Xp)|l2 tend exponentiellement vite vers 0 lorsque
s — 00 (p° estla projection sur ev(X,_1,...,Xn—s)).

Théoréme 1.23 — Si ApX = AQU est l’équation canonique de X, et (Q/P)(z) =
>0 erz®, alors

j—1

P
po(Xoss) = Zx {enﬂ» 1- (che_k)(Q(e_o)H
k=0
et Uerreur de prédiction vaut
j—1
Uz(z ) .
0
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Modélisation

2.1 Introduction

On se donne z1,...,xy : il s’agit alors de trouver un ARMA(p,q) tel que la série
expérimentale soit une représentation des processus

ApX = AQU .

Nos objectifs sont la prédiction, le controle et ’étude scientifique. Mais ici, nous ne
nous intéresseront qu’a la prédiction. On évoquera la stationnarité. Elle peut laisser ap-
paraitre des périodicités, que l'on tachera d’éliminer. On tentera d’utiliser des modeles
linéaires de la forme

+oo
X, = Z crUn—i

et plus particulierement ceux s’écrivant

+oo
Xn = chUn—k .
0

Un tel processus a une densité fx. Dans la pratique, on verra essentielement des MA(q) :

q
E ckUn—i s
0

c-a-d qu’on approxime la densité fx par des polynémes. Or la classe des fractions ration-
nelles est plus importante que celle des polynémes; d’out 'on utilisera aussi les fractions
rationnelles — processus ARMA(p,q). On respectera le principe de parcimonie : on
approximera toujours par un processus ayant le moins de coefficients possible.

Le plan de modélisation se compose de deux étapes :
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— la phase d’identification du modele, qui consiste & déterminer p et q;
— la phase d’estimation du modele, qui consiste & déterminer a, b et o2.

On commence par modéliser par un MA(T) — on peut toujours approximer un ARMA par
un MA :
ARMA — MA(-o0) — MA(T) ou AR(S)

Puis on essaie de modéliser par un ARMA(p,q) tel que p < s et ¢ < T (c’est le principe
de parcimonie). Enfin, c’est la phase d’estimation.

Nota — Le principe de parcimonie permet d’éviter le surajustement, qui survient
quand on cherche & ajuster trop parfaitement.

2.2 Modélisations AR et MA — Estimations prélimi-
naires

2.2.1 AR

Soit ’AR(p) avec p connu :

Xn+a1Xn—1+"'+aan—p = Un7

d’ou
Xn = Un - (aan_l + -+ aan_p) .
On note B
X, = (@ Xp-1+-+ aan,p) .
a; est le coefficient de la régression de X, sur (X,_1,...,Xp—p)
On note
Ipa = v
R(p,0)a = —r(p,0) ,
d’ot
a = —Fp_lfyp

et

Les estimateurs empiriques sont :

= I !5

o
S
S

>
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Théoreéme 2.1 — Si X est un AR(p) d’équation canonique ApX =U ou U est i.i.d.
de moyenne nulle et de variance o2, alors les estimateurs empiriques satisfont ¢

Vala—a) £ N(0,0°T, 1)

et
~2 L o2
Théoréeme 2.2 — S5i U est i.i.d. et si ¢; est le vecteur de la régression de X,, sur

(Xn=1,---,Xn_p), alors pour ! > p,
. L _
V(e —¢) = N(0,6°T; )
et en particulier,

Vi) & N(,1) .

Remarque — Soit X,,..., X, ; et X = ¢—1X, 1+ -+ @X,_. On a que
¢ =r(l). Si AR(p) : pour p < I,

Xn = — a1 Xpy — - — aan—p +Ux ;

d’olt —ay = ¢, pour 1 < k < p.
On a

et

vn #(l) — N(0,1)

(toujours si l > p).

Sur la figure 2.1, les deux lignes pointillées donnent un intervalle de confiance de 95 %
pour 7(1).

Proposition 2.1 — Pour toute covariance, si a est solution de I'ya = —y,, alors le
polynome 1 + a1z + - - - + ap2? est quasi-sublime.

2.2.2 MA

1"*méthode A ¢ fixé, on résoud le systeme d’équations (via le procédé de Newton)

q
A(k) = > bibig -
=k
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2°méthode (théorique) Si MA(co) : fo = |Qoe_1]?0% Si MA(q) : f. =
> ikj<q V(k)e—k. D'ou
q
10)+ A EE + ) = QIR
k=1

pour z = e_j. On cherche Q. Le membre de gauche s’écrit R(z + %) ou R est un plynoéme
de degré q :

1 ko _ k k k—1
(Z+z) = z —|—<1>z +...
1 k 1
— k k—2
= z +Zk+(1>(z +Zk_2)+...
29471 = (Z+1)q+ (Zq*2+i)+
z za=27

D’out le résultat. Finalement, 1’équation est

RE+1) = 0°Q()Q() .

Soient oy, ..., les racines de R :
1

Z+-=0; = i€ty
z

et 'une des deux est de module strictement supérieur & 1; disons x;. Alors

{ Q(z) = [I(z— i)
Q) =1

3°méthode De la série expérimentale z1,...,zy on tire 4(k). On trouve un polynome
sublime tel que ApX = U (ot U est I'innovation), i.e. un AR(s) avec s grand. Puis on
trouve le MA : X = Ay,pU. Q est alors le début de la série 1/P. L'inconvénient de cette
méthode est qu’on ne sait pas si le polynome trouvé est sublime (i.e. si on a abouti & la
représentation canonique).

4°méthode elle s’appuie sur la définition suivante.

Définition 2.1 — Si X est un SLC de densité spectrale f continue et positive, on
appelle fonction d’autocorrélation inverse la fonction définie par

() = /Hen(%) dx.

Si X est un MA, alors fx = 0?|Qoe_1|> > 0 et 7; est la covariance d'un AR :

1 L, 1

- = 0 .
fx |Qoe_1]?

Reste a trouver un estimateur 4; de 7.
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e Soit la modélisation AR(T') avec T grand :

T
P(z) = Zaizi
0
2
o
ApX =U = —2
P |[Poe_q|?

[Poe_q|

Y = ApVavec V € BB(0?) = 5

g

et la fonction d’autocorrélation de Y est 'inverse de celle de U.

e On prend pour estimation 4; de -y; la covariance estimée de Y :
Wo= ) il

e On fait une modélisation AR sur 4;.

5°méthode On fait tourner 'algorithme de 'innovation (méme inconvénient qu’avec la
3°méthode). D’apres Yule-Walker : R(p, g)a = —r(p, q).

Proposition 2.2 — Si X est un ARMA, alors R(p, q) est inversible.

On a
a = —R(p,q) ' q),
a; = fl(rY(p+q_1)7)7 1<Z<pa
a;, = fi(Alp+q-1),...), 1<i<p,
a = —R(p,q) ' (p. q).
Proposition 2.3 — Si X est gaussien, 'estimateur a est convergent, asymptotique-

ment normal, mais pas efficace.

Nota — Tester si P est sublime ; écrire ApX = AQU : ApX doit étre un MA. Puis
(xlw"vx]\’) - (ylw"?nyp) .

$p+dlxp—1+"'+dpxl = U
Tps1+... = Yo

On fait une modélisation MA — 137&2.
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2.3 Estimation efficace

Soient p et ¢ fixés, et

Cn = (:1713 axn)t
Xn = (Xl,...7Xn)t
r, = E[X;Xn] :

Soit 8 € ©; f(6,(,); soit b, tel que

F(0niCn) = sup f(6,Cn) -
0cO

Plxn € V(G)] = /

0,¢)d — 0,Cn
[ oo / F(6.6)

, 1
] /V 00K — 106,

On considére un ARMA (p,q) gaussien : 6 = {a,b,0?} avec © C RPTY x Rt et ouvert.
La fonction de vraisemblance est

1 1 1
Lnean = (_7t1—‘71 n)a
(0,xn) (27‘1’)”/2 |det Fn|1/n| €xp 2Xn n X
d’ot
1 t p—1
log L,,(0,xn) = fg(nlog 27 + log(det T'y,) + x;, T, Xn) .
Définition 2.2 — On appelle log-vraisemblance approchée
1
R (0,xn) = —§<n log 27 + nloga? + x!, F;lx,l)
det I
2 - 1 n+1
7 et T,
logo? = lim <log (det T'yy1) — log ( det Fn)) ,
nlogo? = log (det Fn+1).

Proposition 2.4 — Si X est un ARMA, il existe une constante ¢ telle que

Inlogo® —log (detTyi1)| < c.
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Définition 2.3 — L’estimateur du mazximum de vraisemblance est 5, tel que

h(0n,Cn) = sup L (6,Cn) -

Théoréme 2.3 — L’estimateur gn est un estimateur convergent, asymptotiquement
normal et efficace. De plus,

V0, —0) ~ N(0,J(6)7),

o
of of
Ja(0) = [ 2 gy
f(0)?
ou f est la densité spectrale.
Proposition 2.5 — S5i X est un SLC régulier d’innovation U, et si l’'on note ﬁk la

régression de Uy sur (X1,...,X,), alors
n
o? X:L F;IXn = ZUI? )
— 00
ot 02 est la variance de U. De plus, cette quantité ne dépend plus de o2.

Proposition 2.6 — Si X est un ARMA(p,q) d’équation canonique (a,b,0?), il existe
un BBV ayant méme futur que X et tel que

P q
X+ > @ Xope = Vot Y bV

k=1 =1
1.€.
Y, e Xpn,Xnt1,--.) = eo(Vo,Viyr,...) .
ARMA
P q
darXnx = > Ui
k=0 1=0
P q
YoaXnk = Y bVao,
k=0 =0
d’ou

p
Zakf(n,k = Zblﬁnfl
k::O A . A
Z apXn_p = Z biVai
k=0
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et
U, = 0 sik>N
Xy = Xp sil<k<N
Vi = 0 sik<0.

— Etape 1 : calcul des Vk : on se donne un vecteur o € R? et on pose

VN—ptj = @

n=N-p: 35 quXn-ptt = VNp+ 2 0VNp =
— ——

connu connu

]2’01‘1 on a tous les IA/k, k> 1. Or les ‘A/k, pour k < 0, sont nuls. On connait donc tous les

Vi.

— Etape 2 : calcul des )?k, k<O0.

de la 1™équation : Xg+ S ap Xy = Vo + Zbl\A/l = Xo

de la 2°quation : X_q+--- --- = X 4
Pour j < —q,
X+ Zaka+k =0
et donc )?n = 0 pour n < s, avec s grand.
— Etape 3 : calcul des ﬁk, k< N.
o0
U, = deXk = U,=0 pourn<s
0

et I’équation initiale

P q

Zaan—k = ZblUn—l
0 0

donne ﬁk pour k < N. Ensuite, on recalcule les ‘A/k en fonction des lA]k ..

— Etape 4 : calcul des )?k, k> N.
A~ p A~
Xn—l—Zaan,k =0 désque n>N+p
0

Les X, décroissent exponentiellement vite vers 0.
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Xy =0 pourk>s,s grand

— Etape 5 : on obtient de nouvelles valeurs pour les ‘A/N_p+j, soient ‘A/N_pﬂ» (cor-
respondant & un nouveau vecteur ®(«)). De la fonction

RY — R4
a +— Pla) ’

il reste & déterminer le point fixe.

Proposition 2.7 — S5i ApX = AQU avec Q sublime, et si N est suffisamment grand,
la suite @) (a) converge exponentiellement vite vers une limite aoo. De plus, les Ug(r)
calculés au cycle r convergent, pour chaque k, vers Uy. Par suite,

F"(abxn) — Flabxn) .

2.4 Processus ARIMA

Il s’agit d’étudier la tendance, les périodicités, la non réversibilité et la variabilité non
constante d’'un processus. Pour parer & la variabilité non constante, on peut transformer la
série au moyen d’une fonction déterministe. Concernant la tendance et les périodicités, on
écrit

X, = fn)+V,
avec V,, processus stationnaire, ou
Xn = p(n)
avec p périodique : p(n) = p(n+ T'). Dans ce cas,

1

1
T(Xn + X1+ ..+ Xno1y1) = cte + T(Vn + Vi + .+ Vaori)

On note B l'opérateur de retard. Soit f un polynéme de degré d — 1 :
(I-B)Yf =0.
Si X, = f(n)+ V,, alors

(I - B)'X, = (I-B)W,.

Exemple — f(n) = cos(2nm)/T ; alors
(1-BT)f(n) = 0.

On va utiliser Ar X, ou

R(z) = H(Z—Zi)si ;
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avec |z;| = 1.
Si
R(z) = ap+ a1z + -+ + agz?
alors

ARX = aOXn +a1 Xy 1+ +agXn_qa.

Définition 2.4 — Un processus du second ordre X est un SARIMA s’il existe un
polynome R n’ayant que des racines de module 1 tel que ArX soit un ARMA.

Définition 2.5 — Un processus du second ordre X est un ARIMA (p,d,q) si (I —
B){X est un ARMA(p,q).

X SARIMA < ArX =Y ARMA(p,), ot

R(z) = ao+ a1z + -+ agz?,

ARf = 0 )
d

;o= Zcifia

i=1

()"

=

3

~—
[

avec 7; racine de R.

apXn, + -t agXn_qg = Y, .

La question qui se pose maintenant est la suivante : connaissant Y, comment déterminer
X, modélisation de la série de départ ? On cherche une solution de Agrf = g, avec f,g :
Z — R.

+oo
¢xp(n) = Y dk)(n—k).

k=—o00

La convolution commute les translations et la dérivation :

Ar(fxg) = (Arf)*g.

Si 7 est une solution de Agf = g, i.e. Agyp = 9, alors

Ar(*g) = (ArY)xg = g.

Soient

Pt t.q. ¥T(n) =0 pourn <0
Y~ t.q. Y (n)=0 pourn >0
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Ce sont des solutions de Ary = dyg.

app™(n) + -+ +agpt(n—d) = do(n)
agpt(0) = 1 = H(0)
=0 = F(1)

a0¢+(1) + CL1’(/)+(O) +0+4...

¥~ (n) =0 pour n> —d
agp™(n) + -+ +aqp” (n —d) = do(n)
app™ (=1) + a1 (=1) + - +aqp™(=1) = do(-1) = 0

Notons g*(n) = g(n)1m>0) et g~ (n) = g(n)1(<0)-

AWt xg") = g*
Ar(V™ x g~ 9
Ap(Wtxg"+yTxg7) = ¢
Proposition 2.8 — Si Y est un processus du second ordre, le processus X défini par

X = ¢t xyYt 4y xy-
est du second ordre et est une solution de l’équation
ArX =Y.
De plus, toutes les solutions de cette équation sont de la forme

5(:77, +le1(7’L) 4 +Cdfd(n) )

ot les f; forment une base de ’espace vectoriel des solutions de Agrf =0 et les ¢; sont des

v.a. de carré intégrable.

SiY = AW, avec W BB, on a trouvé les solutions de
ArX = AW ,

i.e. équation ARMA générale. Si R a toutes ses racines de module 1, alors

I =
R(Z) 7;%2 .

Soit YT (k) =cp = (X arz®)(X cxz®) = 1. On fait I'hypothese suivante :

(H) : les v.a. ¢; sont orthogonales & HY
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Proposition 2.9 — Pourn > 0,
HY = H oF,

ol

2.5 Modeles multiplicatifs

On a vu que si le processus se met sous la forme f(n) + U,, avec f de périodicité T,
alors on calcule (I — BT) — et éventuellement (I — BT)? — pour supprimer la périodicité.
Soit une suite expérimentale x1,... de période T. On la découpe en T séries :

1, 14T 5 T142T 5 - -
2 , x2+T 9 $2+2T y eee

Tr—1 , L2T7-1 5 L3T—1 5 ---
X , 2T 5 3T 5 - - -

On pose X = Xipnr. On fait 'hypothese que la structure probabiliste ne dépend pas
de s. Chacun de ces processus X* est un ARIMA (p',d’,¢’). Ainsi,

IRPQtq R = (I-B)?,
VS, ARPXS = AQUS.

Attention — U} = U4, n’est pas un bruit blanc.
Notation — Si P est un polynéme, on note

P(z) = P(z").
On a alors

AgpX = A@U ,

i.e. on a mis la saisonnalité dans les polynomes. U est un ARIMA(p,d,q), c.-a-d. qu'il existe
p,m,x tels que
AU = AW,

ot W BB et p(z) = (1 —2)4.

A pX = Ag W
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On pose
Z = A zX.

Alors
ApnZ = A@xW‘

A ce processus ARMA, il correspond une unique solution stationnaire si les polynémes
n’ont pas de racine de module 1. Z est stationnaire — c’est lui qu’on modélise.

Définition 2.6 — Un SARIMA (p,d,q)(p’,d’,q’ )T est un processus X tel que
(I-B) (I-B") X
soit un ARMA(p+p +Tq+q +T).
Exemple — Soit T =12, d=d =1,p=9p = ¢ = ¢ = 1. Nous sommes donc en

présence de 5 coefficients (4 par les polynomes et un pour la variance du BB). C’est donc
un ARMA(13,13).

Etape 1 : on cherche d et d tels que (I — B)? (I — BT)? soit « stationnaire ». On
passe donc par (I — BT) pour obtenir x13 — 21 , ¥14 — 22 , .... Si la variance décroit
rapidement vers 0, alors il s’agit d'un ARMA. Sinon, on passe par (I — B)(I — BT) pour
obtenir (x14 — x2) — (x13 —x1) — .. ..

Etape 2 : on regarde les 4 :

A(kT) — ARMA(P,Q) .

modélisation

Etape 3 : on regarde les 4 :

A1), 42), ..., 3T -1) — ARMA (7,x)

modélisation

2.6 Envoi

2.6.1 Critéres de choix

Identification de (p,q) : quel est le meilleur ? est-ce que le meilleur est bon ?

2.6.2 Tests d’ajustement

1. Exemple d’un principe de critére de choix — Soit

E = E[(Yn+1 —(a1Yn+"'+den*p+1))2} ’
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Yn — alYn_l — = apYn_p = Un

(les a; sont inconnus).

Les a; sont les coefficients estimés. D’ott £ est l'erreur commise quand on prend les
coefficients estimés.

. N 2
€ = E[(Unt1 = (a1 = a)Yu++ -+ (@ — ) Yaps1))’]
- P +'a-a)T, (a-a),
oul, =cov(X,,...,.Xn_pt1)
a a été estimé & partir d’'une série expérimentale z1,...,z5. Une bonne modélisation

est une modélisation pour laquelle £ est petite. £ est une v.a. positive. Or
VN(a—a) — N(0,0°T;").

D’ou

Mais 02 est inconnu (il est lui aussi estimé : 02 = 612), et il dépend de p). Quand p 7,
1+ % /7, mais o2 \,. Il s’agit de chercher le p pour lequel E(£) est minimum. Pour un
ARMA, on cherche & maximiser la vraisemblance. C’est le critére d’Akaike .

Exemple d’un principe de critére d’ajustement — Soit
APX = AQU 5 0’%]
Soit x1,...,xry la réalisation de ce processus.

Xnt+taXp g+ +apXnp = Uy +biUp—1+---+bUn_q
Alors

(Wn)n=p+1,.N = (wn tarzn1 4 Faptnp— (Un+01Up 1+ + qun*q))nzpﬂ,...,N

est la réalisation d’un bruit blanc. Il existe diverses méthodes pour montrer que w, est un
BB.

Proposition 2.10 (Test du porte-manteau) — p.,(1),p.,(2),... doivent étre petits.

La quantité
N
A
k=1

suit un x2(N).

PROCESSUS STOCHASTIQUES 43



Modeles autorégressifs non linéaires

3.1 Rappels sur les modeles autorégressifs linéaires

3.1.1 Cadre univarié

Soit PAR(1)
(*) X, = aXp_1+e,

avec a € R, ¢, i.i.d. centrées et de variance 02 # 0. On cherche une solution telle que pour
tout n, €, soit I'innovation, i.e. soit indépendant de o(X,, p < n —1).

Notation — On note
In"z = sup (0,Inx) .

Proposition 3.1 — On suppose que €, € L?. Le modéle (%) admet une solution
stationnaire stricte dans L£* ssi |a| < 1.

Proposition 3.2 — Si |a| < 1, la solution stationnaire stricte du modéle est unique
(et appartient a L2).

Proposition 3.3 — Si|a| < 1 et si E[In" |e1|] < oo, alors le modéle admet une
unique solution stationnaire stricte.

Proposition 3.4 — Soient V,, des v.a. i.i.d. positives.

E[ln*Vi]<oc = ImVi=1,
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Lemme Soient V,, des v.a. i.i.d. positives.

3=

P(V,=0)<1 = limV, >lps.,
1
E[ln" V] <oco = ImV,; <1.
Proposition 3.5 — Si (ap)n>0 est une suite & valeurs dans R et sous-additive (i.e.
Gptm < Gy, + G, ), alors
In it In

Rappels —
E[|X|<oo] & Y P(X|>n) < oo,
n>0
E[X] = / P(IX| > ) dt .
0
3.1.2 Cadre multivarié
Soit I'AR(1)
(**) Xn = AXn—l"'ena

avec A matrice dx d et U, une suite de vecteurs i.i.d. centrés de £2. On cherche une solution
telle que pour tout n, U, soit I'innovation, i.e. soit indépendant de o(X,, p < n —1).

Proposition 3.6 — Nous avons les résultats suivants :

1. si (%%) admet une solution stationnaire stricte (X,)nez qui est dans L2 et si la
matrice de covariance K de (X,)nez est inversible, alors les valeurs propres de A
sont de modules inférieurs ou égauz a 1;

2. si la matrice de covariance X des U, est inversible, alors les valeurs propres de A
sont de modules strictement inférieurs o 1;

3. si les valeurs propres de A sont de modules 1, alors (x) admet une solution station-
naire stricte (X,), dans L>.

Rappel —
K = Y APy (A7)
p=20
= T + Y AT (4P),
p>1

et par suite,
K =% + AKA?.

Définition 3.1 — Soit ||.| une norme sur R:. On définit la norme matricielle
subordonnée a ||.| sur R¢ par
[Al = sup |[|Av|.
llvll=1
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Définition 3.2 — Le rayon spectral d’une matrice B est

p(B) = sup {|\i|; A; valeurs propres de B} .

Proposition 3.7 — Pour la norme

vl =

d
D[l
i=1

sur RY, la norme matricielle subordonnée est

|Alls = p(AAY)E .

Corollaire 3.1 — Si A est symétrique ou diagonale, || A|l2 = p(A).

Corollaire 3.2 — Nous avons les résultats suivants :
a)
VB > p(B), 3o, Yn €N, ||B"]| < af";
b)
p(B)<l = B"—0;
c)
p(By<1l & 3dntgq ||B"|<1;
d)

|Bn||)i_> p(B)
(m <t

Propriété 3.1 — ) )
lim ||A™||= = inf ||A"|> .
n n

3.1.3 Retour au cadre univarié

Soit un AR(p) univarié :

(*) Xn = Aanl +Un s
avec
al R IR ¢ 7'
1 0O ... ... 0 €n
. . . 0
0 0 1 0
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Proposition 3.8 — Si (x) admet une solution stationnaire stricte dans L* et si
V(en) # 0, alors p(A) < 1.

Définition 3.3 — Le modéle (x) est dit commandable si la matrice

Ay (A

p=0

existe et est inversible.

Proposition 3.9 — Soient A et ¥ des matrices d X d.

d-1
Z AP Y (APY' inversible <= Z AP Y (AP)' inversible .
p=0 p=0
Proposition 3.10 — Soit le modele (x). Alors il existe une solution stationnaire L£>

ssi p(A) < 1.

3.2 Modeles autorégressifs non linéaires lipschitziens

Soit le modele
(*) X'rL - F(Xn—laen) = Fen(Xn—l)v

avec X, a valeurs dans R? et ¢, i.i.d. On cherche une solution telle que pour tout n, €, soit
I'innovation, i.e. soit indépendant de o(X,, p <n —1).

Définition 3.4 — La fonction f : R™ — RP est lipschitzienne de coefficient de

lipschitz
o s LD =50l
= —yllq
st cp < 00.
Théoréme 3.1 — Soit le modéle () avec les €; i.i.d. et pour tout n, €, indépendant
de o(X,, p < n—1). X,, est a valeurs dans R¥ muni de la norme ||.||. On suppose que

E [In* CFel] < oo et quIz € R* tel que E [In™ ||F,, (z) — z||] < co. Alors :
1) siE [1n CFel] < 0, il existe une unique solution X, du modéle qui est stationnaire-
ment stricte;
2) sl existe k € N* t.q. E [c’}q] <1letsiE[|F., (z)—z|*] < oo, alors la solution X,
stationnaire stricte a un moment d’ordre k.
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Nota —
Xn = F,(Xn1)
= F,oF, ,(Xy-2)
= F,o0...0F, _ (Xn—p) -
D’ou o
Xp = lim F o...0F, . (0).
p—oo
Théoréme 3.2 — Soit le modéle () avec les €; i.i.d. et pour tout n, €, indépendant
de o(X,, p < n—1). X,, est a valeurs dans R* muni de la norme ||.||. On suppose que

E [In* cﬂl] < oo et quIz € R¥ tel que E [In™ ||F,, (z) — z||] < co. Alors :

1) s’il existep t.q. E [ln chlo...opep] < 0, alors il existe une unique solution stationnaire
stricte au modéle ;

2) s’il existe k,p € N t.q. E [c’}qo_,,opﬁp] <lettq E[|Fyo-oF,(x)— x| < oo,

alors il existe une unique solution X, stationnaire stricte, et cette solution a des
moments d’ordre k.

Notation —

T _ Xn = F(anl 7€n)
Xn { X():JJ

Théoréme 3.3 — Sil existe k,p € N* t.q. E[||F.,(z) — z||F] < oo et sT3 < 1 L.q.
E [||X1"f — Xg||k] < Bllz — y||¥, Yz, Vy, alors il existe une solution stationnaire stricte, et
cette solution a des moments d’ordre k.

Lemme 3.1 — Sous les hypothéses du théoréme précédant,
E[|Fe, 0 0F, "] < B llz—yl*,

ce qui équivaut a
E[IX7 - X2 < 67 lle—yl*.

3.2.1 Modeles hétéroscédastiques

Soit
Xn = f(anl) + g(anl)En .

Fo(z) = Fo(y) = f(x)+g(x)er — f(y) —g(y)er, doticr, < cp +c4le].

Nous avons que :

- siE[lncp, | < E[ln(cs +¢hle|)] < 0, alors il existe une solution strictement
stationnaire ;
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— siEley +cgler]] < 1 etsicp+cy E(ler]) < 1, alors il existe une solution
strictement stationnaire ayant un moment d’ordre 1;

— sl ¢f + ¢} E (€2) + 2cs¢E (Je1]) < 1, alors il existe une solution strictement
stationnaire ayant un moment d’ordre 2;

— si C?c + cf] E (e%) < 1, alors il existe une solution strictement stationnaire ayant un
moment d’ordre 2;

~ siE(e) =0, E(¢®) =1 etsic}+c; < 1,alors il existe une solution strictement
stationnaire ayant un moment d’ordre 2.

3.2.2 Modele autorégressif non linéaire a coefficients aléatoires

Soit
Xn = A(en)Xn—l + B(en) == F(Xn—l 7671) .

Proposition 3.11 — On suppose que E [In ||A(e1)||] < oo. Alors
1 1
’ E[In[|A(e) x ... x A(ep)]] — v = 1I;f , E[In[[A(er) x ... x A(ep)l] -

Siy <0,3p tq E[ln|A(e) X ... x A(e)|]] <0, et alors le modeéle a une solution
stationnaire stricte si E [In" ||B(e1)||] < oo.

Définition 3.5 — ~ est appelé le plus grand exposant de Lyapounov du produit
des matrices aléatoires.

Proposition 3.12 — Nous avons

1
2; In||A(er) x ... x A(ep)]

i.€e.

JA(e1) x ... x A(e)|7 — € ps..

3.3 Ergodicité

Définition 3.6 — On a un processus (X,,)n indexé par N ouZ, X, : (Q,F,P). On lui
associe le processus canonique (X,,) indexé par N ouZ et défini sur (EN oul B(EN ou Z)).

On consideére
¢ Q — EN

(trajectoires du processus) .
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On note (X,,) la n®application coordonnée de EN.

()?n) est défini sur (EN , B(EY) | @) ou P est l'image de P par ¢. C’est le processus
canonique associé & (Xp)n-

On peut définir le shift 6 sur EN :

0(zo,21,- - Tny...) = (T1,22,.. Tng1,.-.)
)/(:n off = )/(:nJrl y
XTL o 9? = )?TL-‘,-]) .
Proposition 3.13 — (X,,) est stationnaire strict ssi
0P = P.
Définition 3.7 — On appelle tribu des invariants associée a ()/(\'n) l’ensemble

J = {AeBE"), 07 (A)=A}.
On appellle tribu des invariants associée & (X,,)

J=9¢13).

Définition 3.8 — Un processus (X,,) est dit ergodique si sa tribu des invariants
associée est p.s. grossiere, i.e.

VA€T, P(A) = 0oul.

Remarque — Nous avons

)A(n ergodique & X, ergodique .

Proposition 3.14 —

Ae€d o 3BeBEY), n, A:{w|(Xn(w),XnH(w),...)eB}.

Définition 3.9 — La tribu asymptotique, pour un processus (X, ), est

Corollaire 3.3 —

PROCESSUS STOCHASTIQUES 50



3. MODELES AUTOREGRESSIFS NON LINEAIRES

Proposition 3.15 — Si (e,), est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi,
alors (e,)n est stationnaire stricte et ergodique.

Proposition 3.16 — Soit (X;); une suite stationnaire stricte et ergodique. Soit ¢ :
EN — E. Onpose,Vn € E, X; = &(Xi,Xiz1,.., Xign,...). Alors X; est stationnaire
stricte ergodique.

Proposition 3.17 — Si (€,)nez est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi,
alors (€ )nez est stationnaire stricte et ergodique.

Lemme 3.2 — La tribu des invariants est incluse p.s. dans la tribu asymptotique
m U(EPa p 2 n) .
P

Conséquences — Elles sont au moins au nombre de 3 :

1) siles (€,)n sont ii.d., alors (e,), est stationnaire stricte ergodique;
2) si X, = Y(en,€n—1,--€n—k,-..), alors (X,,), est stationnaire stricte ergodique;

3) si(ai); est t.q. 3. |a;|? < oo, alors X,, = Y ae,_; stationnaire stricte ergodique.

Théoreme 3.4 (Birkoff) — Soit (X;)icz un processus stationnaire strict. Alors
1 n—1
lim =) X; = E(Xo |7 8. .
im ~ ; (X0 |7)  ps

Si Xo est intégrable, et si de plus le processus est ergodique, alors

n—1
.1
hylgn Z;Xi = E(Xy) p.s..

Lemme 3.3 (Ergodicité maximale) — Soit (X,,), un processus stationnaire strict
tel que E (|Xo\) < 0. Soit S, = Xo+X1+---+X,—1. On pose M,, = max(0,51,...,5,) =

0. Alors
/ XodP > 0.
{M; >0}

Théoreéme 3.5 (Ergodicité sous-additive) —

U,
Upim < Up+U,00" = == converge p.s. .
n

Proposition 3.18 — La convergence du théoréme de Birkoff a aussi lieu dans L.
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3.4 Chaines de Markov et stabilité

Soit (X,), une chaine de Markov homogene de probabilité de transition = :

VBeB(E), P(Xp1€B|F,) = P(X,41€B|X,)

= 7n(X,,B).
Soit v la loi intiale de cette chaine.
Proposition 3.19 — La chaine de Markov est stationnaire stricte ssi
v = v.
Proposition 3.20 — FEtant données une proba de transition 7 et une loi initiale v, il

existe sur (EN,B(EN)) ot X,, est lan® application coordonnée, une unique loi de probabilité
P, telle que VA; € B(EY),

]P’V(Xo €Ay, X1 €Ay,....X,, € An) = / v(dzg) / m(xo, dz1) ... / T(Tp—1, dzy,) .
Ao A An

Notation — Nous notons

v=6, =—> P, =0DP,.

Définition 3.10 — La chaine de Markov (X,,) est dite stable s’il existe une proba
telle que

1 n
VfeCy Ve ek, n;f(Xi)—>/du P, — p.s. .

Définition 3.11 — La chaine de Markov (X,) de proba de transition w est dite
fellerienne si
Vf e Cy, nfeCy.

Proposition 3.21 — Si la chaine de Markov de proba de transition m est fellerienne
et stable, la loi limite u vérifie

pro= p.

Proposition 3.22 — Soit le modéle X,, = F(X,—1 , en);Sz' ce modeéle admet une

solution stationnaire stricte et ergodique X, et si Vo, X* — X, — 0 p.s., alors Vf
uniformément continue, Yz,

S0 25 [ fla) o)

i=1

1
n

ot v est la loi de X .
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On a, en plus du résultat de la propositon précédante, que Vf continue bornée, Vzr,

P [fae o).

ce qui équivaut a
étroit.
vz, P"(z,.) —

Corollaire 3.4 — Soit le modéle X,, = F(X—1 , €) = F. (Xn—-1). Sl existe x  tel
que :

— IE[anr | Fe, (x) —J:||] < o0;

— E[anrcF(l] <005

— E[lnch} <0.

Alors il existe une solution stationnaire stricte ergodique et la chaine de Markov associée
est stable.

Définition 3.12 — Une chaine de Markov est dite récurrente positive s’il existe
une proba i telle que Vf bornée, Vo € R?,

1« 5.

> 2 [ ) duto)
i=1

ce qui revient & dire que VA borélien tel que u(A) > 0, partant de tout point x, la chaine

visite une infinité de fois A.

Proposition 3.23 — Si la chaine est stable, alors VO ouwvert de mesure u(O) > 0,
Vo € RY, la chaine issue de x visite p.s. une infinité de fois louwvert O. On dit qu’il y a
récurrence dans les ouverts chargés par la proba invariante.

Définition 3.13 — Une proba de transition P est dite fortement fellerienne si Vf
bornée, Pf est continue et bornée.

Exemple — Soit
Xn+1 - f(Xn) + €En+1 -

Si f est continue, P est fellerienne. Si f est continue et si €; admet une densité par
raport & la mesure de Lebesgue, alors P est fortement fellerienne.

Proposition 3.24 — Si (X,,), est stable et P fortement fellerienne, alors (X,,), est
récurrente positive.

Proposition 3.25 (Fonction de Lyapounov) — Soit V : RTRY  une fonction
continue telle que V(x) — oo quand ||z|| — oo. Si v, — v étroitement et si v, (V) — v(V),
alors YO & valeurs réelles, continue et telle que || < oV + f,
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Définition 3.14 — V est appelée fonction de Lyapounowv.

Application 1 — Si on sait que

11’L
-y vy — /Vdu
ni:l

et que V est continue et positive, alors V® continue telle que |®| < oV + 3,

n

%Z@(Xf) — /cpdu.

i=1

Application 2 — Sile modele X,,1; = F(X,, , €,4+1) admet une solution stationnaire

stricte (X,,), qui a un moment d’ordre 1 et qui est ergodique, et si X,, — X* — 0 p.s.,
alors V® & valeurs réelles, continue et telle que |®| < oV + S,

n

12@(}(}) LE /<I>d1/.
n

i=1

Application 3 — Soit le modele X,, = aX,,_1+U, avec p(A) < 1;si U,, a un moment
d’ordre 2, alors il existe une solution stationaire stricte ergodique ayant un moment d’ordre
2.

3.5 Modéles ARCH et GARCH

Un modele AR classique s’écrit
Xn = aan—l + aan—p +€n ,
avec les €, bruit blanc gaussien. Ici, il s’agit de modéliser autrement I’erreur. Soit le modele

€n = hp—1.1n
1y, indépendant de e,—1 = o(ep, pF#n —1)
hp—1 o(€p, p #n — 1) — mesurable

Nous avons que

E(Gn | En—l) = \/hn_l.E (77”) = O 5
E(ei | €n—1) hp—1.E (77,%) = hp_1.

Définition 3.15 — Le modéle est dit hétéroscédastique si E (€2 | €,—1) n'est pas
constant.
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Proposition 3.26 — Si ¢, solution du modéle (x) vérifie E(e2) = cste < oo, alors
€n est un bruit blanc de L2 (i.e. bruit blanc au sens faible).

Définition 3.16 — Le modéle (x) est un ARCH(q) (autoregressive conditionally
heteroshedastical) si

q
2
hno1 = 7+ e,
i=1

avecy =20, a; 2 0 Vi.

Définition 3.17 — Le modéle () est un GARCH(p,q) (generalised autoregres-
stve conditionally heteroshedastical) si

q P
hp1 = ’Y+Zai e +Zﬁjhn—j—1>
i=1 =1

avec vy = 0, o;,3; =0 Vi.

Proposition 3.27 — Sil existe une solution €, du modele ARCH(q) telle que €2 soit
stationnaire au sens large, alors €2 est un AR(q) vérifiant

q
ei = 7—1—20@ ei_i + U, ,
i=1
avec U, bruit blanc faible.

S’il existe une solution €, du modele GARCH(p,q) telle que €2 soit stationnaire au sens
large, alors €2 est un ARMA(sup(p,q),q) vérifiant

sup(p,q)

e =7+ Y (wtB)a; — > B Unj + Un,

=1 7j=1

avec U,, bruit blanc faible.

Proposition 3.28 — Si le modéle (x) admet une solution stationnaire faible, alors
a+ [ <1

Proposition 3.29 — Si le modéle (x) admet une solution stationnaire stricte, alors
E [ln(a + 577%)] < 0. Dans ce cas, la solution est ergodique. de plus, si la solution station-
naire stricte admet un moment d’ordre 2, alors o+ 8 < 1.

Proposition 3.30 — Si le modéle GARCH (p,q) admet une solution stationnaire faible,

alors
sup(p,q)

Z (i +6;) < 1.

=1
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Proposition 3.31 — Soit (A, )nez une suite de matrices aléatoires formant un pro-
cessus stationnaire strict. Alors
E [ln IA; ... An||]

E[ln[[4]] <oo <= - — 7,

ot 7y est le plus grand exposant de Lyapounov. De plus,

1H||A1 An” Pp.S.

— v
n
i.e.
|41, A= 5 e,
Proposition 3.32 — Siy <0, alors il existe une solution stationnaire stricte.

Proposition 3.33 — Le modéle GARCH(p,q) admet une solution stationaire stricte

dans L2 ssi
sup(p,q)

Z (i +6) < 1.

i=1

3.6 Modeles de diffusions limites des modeles GARCH

Soit le modele de diffusion

Yo = o

La discrétisation d’Euler est définie par

Yiryh — Yin = b(Yin) x b 4+ 0(Yin) Wiy — Win)

\/EZI?JA
Zy, = Yip est une chaine de Markov.
1
7 E [Yiotyn — Yin | Yen=y] = b(y)
1
7 V [Yorn —Yen | Yen =y] = o*(v)

Théoreme 3.6 (Stroock - Varadhan) — Soit (Yk(h))k une famille de chaines de
Markov indexées par h, & valeurs dans R?. 7? =Y site [kh(k+ 1)h[, t € R.
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C’est un processus cadlag. Supposons qu3a,b, aplications continues, avec a(y) matrice
d-dimensionnelle définie positive et b(y) vecteur de RY. On suppose que

1
lSl|1<p _F [Yl(h) _ Yo(h) | Yo(h) _ y} _ b(y)‘ - 0 (h _ 0) ,
YT
1
sup |1 Con [ =¥ 1 =3 —atn| — 0 (h—0).
lyl<r
(R) (h)|2+6 (h) _ s

‘i&pr 7Tz E[|Y;" - Yy™| | Yy =y] reste borné quand h — 0 .

S’il existe o continue telle que a(y) = o(y)o(y)t et si ’EDS (x) admet une solution

. . o ) —h
unique, alors les lois fini-dimensionnelles des processus Y, convergent vers celle de ’EDS.

Conséquence — Discrétisation d’Euler = solution de 'EDS.
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Introduction

Définition 4.1 — Un processus de Markov est un processus tel que, étant donné
la valeur de Xy, la valeur de X4 pour s >t ne dépend pas des valeurs prises avant t, soient
{Xu, u <t}

Ceci s’écrit
]P(Xt E}a,b] ‘ th =T, Xt2 =T2y.. ., Xt = In) = ]P)(Xt E]a,b] | th = l‘n)

n

pourty <ty <...<t,<t.

Définition 4.2 — On appelle fonction de probabilité de transition la fonction
Plxz,s;t,A) = P(Xy € A| Xs=2x)

pourt>s et ACR.

Définition 4.3 — Un processus de Markov ayant un espace d’états fini ou dénombrable
est appelé chaitne de Markov. Un processus de Markov pour lequel toutes les réalisations
{Xt, te [O,oo[} sont des fonctions continues est appelé processus de diffusion.

Définition 4.4 — Un processus est dit stationnaire si, pour tout h > 0,

L
(Xt1+h, th—‘rh; vy th+h) = (th, Xt27 ey th) .

Définition 4.5 — Un processus est dit stationnaire par covariance si ses moments
du second ordre sont finis et si

CO’U(Xt, XlH—h) = E(XtXt+h) — E(Xt) . E(Xt-',-h)

ne dépend que de h pour tout t € T.
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Proposition 4.1 — Un processus stationnaire ayant ses moments d’ordre 2 finis est
un processus stationnaire par covariance.

Définition 4.6 — Un processus a ses probabilités de transition stationnaires si
P(x, s ;t, A) ne dépend que de t — s.

Notation — On note

Pg’m_m =P(Xnim =7 | Xo =1)

et

n,n+l _ p
Pij - Pl]

= P(Xpsr =5 | Xn=1) .

n,n+1

Définition 4.7 — P, est appelée probabilité de transition en un pas (one-

step transition), et PZ.’;’"*'"L = P} est appelée probabilité de transition en m pas
(m-step transition).

Proposition 4.2 — Nous avons
P(Xo =0, X1 =i1,..., Xn =1in) = iy Pigsis -+ Pip_giin_y Pin_yiin
avec p;, = P(Xo = ip).
Remarque — Une chaine de Markov est déterminée par sa matrice de probabilité
de transition et la distribution de probabilité du processus & l'instant 0.
Définition 4.8 — Une marche aléatoire uni-dimensionnelle est une chaine de Mar-
kov d’espace d’états l’ensemble (fini ou infini) {a, a+ 1,..., b} pour lequel, si le processus

est en i a l'instant n, alors a l'instant n+ 1 il ne peut étre qu’en i, eni—1 ou eni+ 1. La
matrice de transition est alors de la forme

ro po O 0 0
g m p O 0
0 g 7= p2 O 0
0 0
0 0 Ty

avec p; > 0, ¢; > 0, r; = 0 et ¢ +1r; +p; = 1 pour tout i € {1, 2,...}, po > 0, 1y >
0, 70 +po =1 et enfin, si X,, =14, 1 > 1,

P(Xpy1 =i | Xp=1)=r;,
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Proposition 4.3 — Si la matrice de probabilité de transition en un pas d’une chaine
de Markov est P, alors

o
n o __ r S
Pij = E ik'ij
k=0

pour toute paire (r,s) d’entiers positifs vérifiant r + s = n, et avec la convention

1 s 1=3
0 _ ]
Pij_{O st 1F£ .

Définition 4.9 — Un état j est dit accessible a partir d’un état i s’il existe un entier
n >0 tel que P} > 0.

Définition 4.10 — Deux états i et j communiquent s’ils sont mutuellement acces-
sibles. On note cette communicabilité i < j.

Proposition 4.4 — Le critére de communicabilité est une relation d’équivalence :
(i) i< i (réflexivité);
(i) i—j = ji (symétrie);
(iii) i—jetj—k = iek (transitivité).
Il est par conséquent possible de partitionner I’ensemble des états en classes d’équiva-
lence.
Par ailleurs, s”il était possible, partant d’une classe, d’entrer dans une autre classe avec

une probabilité positive, alors il serait clairement impossible de retourner dans la classe
initiale, & moins que ces deux classes n’en forment qu’une seule.

Définition 4.11 — Une chaine de Markov est dite irréductible si la relation d’équi-
valence induit une seule classe, i.e. tous ses états communiquent entre euz.

Définition 4.12 — La période d’un état i, noté d(i), est le plus grand commun
diviseur (pged) de tous les entiers n > 1 pour lesquels P} > 0. Par convention, on pose
d(i) =0 si P! =0 pour tout n > 1.

Remarques — Nous avons :

1. Si, pour une marche aléatoire, r; = 0 quel que soit ¢, alors tous les états de cette
marche aléatoire ont pour période 2.

2. Si, pour une marche aléatoire, il existe un état i tel que r;, > 0, alors tous les états
de cette marche aléatoire ont pour période 1.

Théoréme 4.1 — i—j = d(i) =d(j).
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Remarque — Ceci prouve que la périodicité est une propriété de classe.

Théoreme 4.2 — Si l’état i a pour période d(i), alors il existe un entier N (i) (dépen-
dant de i) tel que ¥n > N (i),
P S0

Corollaire 4.1 — P! >0 = P;;H'nd(i) >0 Vn suffisamment grand.

Définition 4.13 — Une chaine de Markov est dite apériodique si tous ses états sont
de période 1.

Soit un état i. On définit, pour chaque entier n > 1,

"= P(X, =i, X, A v=12...,n—1]X=1)

i
qui est la probabilité que, partant de 1’état i, le premier retour a cet état se passe au n®
pas de la transition.

Proposition 4.5 — Pourn > 1,

n
n o __ k pn—k
Pi'i - § f’ii Pii
k=0

0 _ .
avec f;; = 0 pour tout i.

Définition 4.14 — Un état i est dit récurrent ssi

')

n __
E iifla
n=1

i.e. ssi, partant de cet état, la probabilité d’y repasser aprés un temps fini vaut 1.
Définition 4.15 — Un état non récurrent est dit transient.
Théoréme 4.3 — Un état i est récurrent ssi

oo

no_
E P = oco.
n=1

Corollaire 4.2 — Sii < j et sii est récurrent, alors i l’est aussi.
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Remarque — Ceci prouve que la récurrence, comme la périodicité, est une pro-
priété de classe : tous les états d’une méme classe d’équivalence sont soit récurrents, soit
transients.

Remarque — Le nombre attendu de (re)passages par I'état 4, étant donné X, = ¢,

vaut > o2 P*. Par conséquent, le théoréme ci-dessus dit que D’état i est récurrent ssi le
nombre attendu de (re)passages par cet état est infini.

Définition 4.16 — On définit

Qi; = P(une chaine partant de I’état i visite infiniment souvent l’état j) .
Théoréme 4.4 — L’état i est récurrent (respectivement transient) si Q;; = 1 (resp.
Qi =0).

Théoréme 4.5 — Sii < j et si la classe est récurrente, alors

o0

=20
n=1
= 1.

Corollaire 4.3 — Si i < j et si la classe est récurrente, alors Q;; = 1.

Définition 4.17 Une chaine de Markov est dite récurrente (respectivement irré-
ductible) si tous ses états sont récurrents (resp. irréductibles).

Théoréme 4.6 (Théoréme limite 1) — Soit une chaine de Markov récurrente,
irréductible et apériodique. Soit Pj; la probabilité de repasser en i lors de la n® transition,
n=0,1,2,..., étant donné que la chaine part de i, i.e. X(0) = i. Par convention, PJ = 1.
Soit 7 la probabilité que le premier (re)passage en i se fasse lors de la n® transition,

n=0,1,2,..., avec la convention f = 0. Alors
" 1 si n=0
n n—k pk __ =Y,
Pu_zfu Pii_{o si ’I'L>O,
k=0
et
li L
im = —=—— .
n— oo ZZO:OH’ Z”;
Théoréme 4.7 (Théoréme limite 2) — Sous les mémes conditions que celles du
théoréme précédent,
lim P = lim Pj .
n—oo n—oo
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Proposition 4.6 — Si i appartient ¢ une classe récurrente apériodique, alors
1 « 1
lim — P = —— .
i 2P = s o
Proposition 4.7 — 5i ¢ appartient ¢ une classe récurrente périodique de période d,

alors P]I* = 0 si m n’est pas un multiple de d, et de plus

d
. nd __
nlgréo Pt = ZOO nfr
n=0""Jii

(o]

Remarque — nflt est le temps de récurrence moyen.
33

n=0

Notation — On note m; = lim Pj.
n—oo

Proposition 4.8 — Siw; > 0 pour un état i d’une classe récurrente apériodique, alors

m; > 0 pour tout état j de la classe de i. Dans ce cas, cette classe est dite récurrente
positive ou fortement ergodique.

Proposition 4.9 — Si m; = 0 pour tout état i d’une classe récurrente, cette classe est
dite récurrente nulle ou faiblement ergodique.

Théoréme 4.8 — Dans une classe récurrente positive et apériodique d’états j =
0,1,2,...,

lim P =,
n—oo JJ J
oo

= E ™ Py
i=0

et

oo
Zﬂ'i =1.
1=0

Les (m); sont déterminés de fagon unique par les trois équations suivantes :

U 2 Oa
Z;‘)ZO T = 1, (41)
Ty = Zioﬁzpz .

Définition 4.18 — Tout ensemble (7;)i=0.1,2,... vérifiant (4.1) est appelé distribution
de probabilité stationnaire de la chaine de Markov.
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Définition 4.19 — Soit T [’ensemble de tous les états transients, C, C1, Csy,... les
classes de récurrence et i un état transient. On définit

mi(C)

comme étant la probabilité que la chaine, partant de i, soit absorbée par la classe récurrente
C (rappel : une fois que la chaine entre dans une classe récurrente, elle ne la quitte plus).

Théoréme 4.9 — Soit j € C (classe récurrente apériodique). Alors pour i € T,
lim P, = m(C)- lim Pj
n—oo n—oo
= m(C)-m;
Théoréeme 4.10 — Soit B une chaine de Markov irréductible dont l’espace d’états

est désigné par des entiers positifs. Une condition nécessaire et suffisante pour que B soit
transiente est que le systéme d’équations

> Pjy =y, i#0
=0

admette une solution bornée non constante.

Théoréme 4.11 — Une condition suffisante pour qu’une chaine de Markov soit ré-
currente qu’il existe une séquence {y;} telle que

o0
Zpijyj < y; pouri #0 el avec y; — 00 .
7=0
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Ergodicité

Définition 5.1 — Un processus est dit stationnaire (au sens fort) si, pour tout
h >0,
c
(Xt1+h7 Xt2+h7 RS th+h) = (tha thv LR} th)'

Définition 5.2 — Un processus est dit stationnaire par covariance (stationnaire
au sens faible) si ses moments du second ordre sont finis et si sa fonction de covariance

Cov( Xy, Xntv) = E(XnXniv) —E(X,) E(Xntv)
= E|(X, —m)(Xpgy —m)
= R(v) (notation)

ne dépend que de h pour tout t € T — m étant la moyenne du processus.

Proposition 5.1 — Un processus stationnaire ayant ses moments d’ordre 2 finis est
un processus stationnaire par covariance.

Théoreéme 5.1 (Ergodicité des carrés moyens) — Soit (X,,) un processus station-
naire par covariance ayant pour fonction de covariance R(v). Alors

N-1
o1 P, o 2
1\}5%0 N E_O R(v) =0 ssi A}gr(l)oE[(XN -m)?] =0

Remarque — Le théoreme précédent est une généralisation de la loi des grands
nombres : au lieu d’étre indépendantes, les variables X,, sont asymptotiquement indé-
pendantes, dans ce sens que la covariance R(v) a une limite de Cesaro nulle quand v tend
vers I'infini.
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5. ERGODICITE

Théoréme 5.2 — Soit (X,,) un processus gaussien stationnaire par covariance ayant
pour fonction de covariance R(v) et pour moyenne 0. Alors

N-1
. 1 : >
dm 73 REP =0 = Jim E[lfr() - RO)) =0,

ol RT(U) est la fonction de covariance de ’échantillon, soit

T-1

RT(U) = Xl Xl—i—v .

Nl =

=

Théoréme 5.3 (Ergodicité des carrés moyens) — Soit (X,,) un processus station-
naire par covariance. Alors il existe une variable aléatoire X telle que

lim ||XN—X||2 = 0.

Théoréme 5.4 (Ergodicité des carrés moyens) — Soit (X,,) un processus (faible-
ment) stationnaire de moyenne E(X,) = m. Alors X,, = (Xo+ ...+ X,,_1) converge en

probabilité vers une variable aléatoire X, ce qui s’écrit

Définition 5.3 — On appelle opérateur de shift Uopérateur T défini par :

Tr = T(xo,x1, x2,...)

= (Il, Lo, T3, .. ) .

Définition 5.4 — On appelle ensemble invariant par opération de shift un
ensemble A tel que, si T est l'opérateur de shift, alors

Tx est un élément de A <= x est dans A .

Définition 5.5 — Soit (X,,) un processus (faiblement) stationnaire. Il est dit ergo-
dique si, pour tout ensemble A invariant par opération de shift,

P((X(hXh...)GA) = Ooul.

Théoréme 5.5 — Soit (X,,) un processus stationnaire ergodique de moyenne finie
E(X,) = m. Alors, avec une probabilité 1,

1
lim —(X;+...+X,) = m.

n—oo N
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5. ERGODICITE

Théoreéme 5.6 — Soit (X,,) un processus stationnaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) (Xn) est ergodique ;

(i) pour tout ensemble A invariant par opération de shift,
P((X07X17...) S A) = 0oul;
(i4i) pour tout ensemble A de la forme (xo, x1,...),

N IR ,
Jm Y e} = B0 X € 4)

(iv) pour tout k =1,2,... et tout ensemble A de la forme (xo, ..., xk),
lim 121 = P((Xo,..., Xi) € A) ;
n—oo N o {(X] ..... XjJrk)EA} ’ ’ ’

(v) pour tout k et toute fonction ¢ de k + 1 variables,
n—oo 1, 4

lim £ 6, Xeh) = E[6(Xo,..., Xe)] ;
Jj=1

a condition que cette espérance existe ;

(vi) pour toute fonction ¢ sur un ensemble (xq, ..., k),
R R
Jim —~ Zl¢(Xj, Xjt1,---) = E[¢(Xo, X1,...)],
i=

a condition que cette espérance existe.
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Entropie

Tandis qu’'une probabilité mesure l'incertitude touchant l'occurence d’un événement,
I’entropie mesure 'incertitude touchant I’occurence d’un ensemble d’événements.

Définition 6.1 — Soit X wune v.a. prenant la valeur i avec la probabilité p;, i =
1,...,n. L'entropie de X se définit par

n
H(X) = =) pi log(p:)
i=1
(avec la convention 0 X log0 =0).
Propriété 6.1 — L’entropie vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) Uentropie d’une variable aléatoire constante est nulle;

(i) UVajout & Uentropie de la valeur i + 1, avec la probabilité correspondante p;11, ne
modifie pas ’entropie ;

(iii) Uentropie est mazimisée, avec la valeur mazimum logn, lorsque py = ... = p, =
1/n.
Remarque — La propriété (iii) est conforme & I'intuition, qui veut que la v.a. X3

prenant les valeurs 0 et 1 avec les probabilités 0,001 et 0,999 est plus prévisible que la v.a.
X, prenant les valeurs 0 et 1 avec probabilité 1/.

Définition 6.2 — On définit lentropie d’un couple de v.a. (X,Y) par

H(XY) = =) pij log(pi;) -
4,
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6. ENTROPIE

Définition 6.3 — On définit I’entropie conditionnelle de X sachant Y par

HX|Y) = =3 P =j) > p(i] ) log [p(i] j)]

(avec p(i | j) =P(X =i |Y =j)).
Proposition 6.1 — H(X |Y) = H(X,Y) - H(Y).
Proposition 6.2 — H(X} | X1,..., Xk—1) < H(Xi | Xa,..., Xk—1)-

Définition 6.4 — On définit Uentropie d’un processus (X,,) par

H[(X,)] = Jim H(Xe | X1, Xi)

Proposition 6.3 — H[(Xn)} = limp_ %H(Xl, coey Xk

Proposition 6.4 — Si (X,,) est ergodique, alors

. 1
H[(X,)] = lim - logp(Xo,y ...y Xno1) .

n—oo

Proposition 6.5 — Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible d’espace d’états fini.
On suppose que w(i) = P(Xo = i), ot (m(i)),_ est la distribution stationnaire de la
chaine. Alors

H[(X,)] = = =(i) P(i, j) log P(i, j) .

1,9

Proposition 6.6 — Une chaine de Markov irréductible d’espace d’états fini commen-
cant avec sa distribution stationnaire est un processus stationnaire ergodique.

Théoréme 6.1 — Soit (X,,) un processus stationnaire ergodique d’espace d’états fini
{1,..., N}. Soient
p(21772m) = ]P(Xl :’él,...,Xm :(Em>

et

H([(X,)] = lim (_1112 Z p(i1, .. Dk) logp(il,...,ik)>.

n—oo . )
k=1 21y.00y Uk

Alors, avec une probabilité 1,

H[(X,)] = lim {—% logp(Xl,..‘,Xn)}.

n—oo
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Troisieme partie
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Généralités

Définition 7.1 — On considére un espace probabilisé (2, A, P) ou P est la mesure
de probabilité sur (Q, A). Un processus aléatoire, ou encore une fonction aléatoire
réelle (f.a.r.) est une fonction & deux variables : t — le temps — et w — le hasard —, et

elle est notée X (t, w), avec t € [0, co[ et w € Q.

A t fixé, la fonction Xy : w +— X (¢, w) est appelée coordonnée A I'instant ¢ (c’est donc
une v.a.). La trajectoire est w — (X(t, w), t > O), ordinairement continue.
Une f.a.r. & trajectoire continue (f.a.r.c.) est une application

X:[0,00[x2 — R
(t,w) — X(t,w)

telle que :
a) pour presque tout w, t — X (¢, w) est continue;
b) pour tout ¢ > 0, X; : w+— X (f, w) est une v.a.r.

La loi de X est caractérisée par la loi des (X¢,,..., X4, Jk>1, 0 <t < ... <ty < oo0. En
fait, il s’agit d’une loi marginale finie k-dimensionnelle. Soit

X:Q — C[RMR)
w — (X(tw),t>0)
ot C(RT, R) est munie de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

Munissant C(R™, R) de la tribu borélienne, X est mesurable. Par conséquent, I'image de P
par cette application mesurable est la probabilité sur C notée Px.
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7. GENERALITES

7.1 Espaces gaussiens

Définition 7.2 — Un sev! fermé F de L?(Q, A, P) est un espace gaussien si ses

éléments sont des v.a. gaussiennes centrées. Etant donné X une f.a.r. gaussienne, on note
2

c
HX = vect(X —E(X)) lespace gaussien associé o X.

(HX, < .>) est un espace de Hilbert (car c’est un fermé inclus dans un complet, donc
il est complet). Si X est continue, alors HX est séparable. Soit ((,), une base orthonormée
de HX. Développons X; — E (X;) sur cette base (formule de Karhunen — Loeve)

X(t) = E(X(®)+ Y cnlt) Gaw)

n(t) =< Xy —E(X(t)), ¢ >
- E (g‘n (X, — E(Xt)])

7.2 Mouvement brownien

Définition 7.3 — Un mouvement brownien est une f.a.r.c. B(t, w) & accroisse-
ments indépendants gaussiens, avec :

(i) B(t)— B(s) ~ N(0,t—s) pour 0 < s <t;

(i) B(0) =0.
Propriété 7.1 — B est un processus gaussien centré a trajectoire continue et de
covariance

E (B(s)B(t)) = min(s, t) .

La réciproque est vraie.

Propriété 7.2 — Si B est un mouvement brownien, il en est de méme de
1 2
X(t) = —-B(c*t)
c

et

pour ¢ € R*.

1. Sous-espace vectoriel.
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7. GENERALITES

7.3 Principe d’invariance

Soit (¢n)n des v.a. ii.d. d’espérance nulle et de variance o2 finie. Soit S, = > G
D’apres le théoreme de la limite centrale,

Sn
ovn
Soit la marche aléatoire renormalisée
Zﬁﬂ Ci + (nt — [nt]) ¢y
ov/n '

= N, 1) .

Xt(n) _

Théoreéme 7.1 (Donsker) — La suite de processus Xt(n)

n tend vers l’infini.

converge en loi vers B quand

7.4 Propriétés du brownien

7.4.1 Variation quadratique

Nous savons que :
(i) B(t+h)— B(t) ~ N(0, h);
(i) (B(t+h)—DB(t))/h~ N(0, hx(1/h?) = 1/h), qui n’a pas de limite quand h décroit
vers 0.

Par conséquent, nous avons le résultat suivant.
Proposition 7.1 — Le brownien n’est pas dérivable.

Partitionnons [0, T] : 0 =ty < t; < ... < t, =T. Le pas de cette partition est

A = max (t; —t;—1) .

1<i<n
Définition 7.4 — La variation totale est définie comme étant
li B(t;) — B(t;—1)| -
AILHOZ| (t:) (ti 1)!
3
et elle est infinie.
Définition 7.5 — La variation quadratique est
2
li B(t;) — B(t;—
AILHOZ| () (ti 1)‘
(]

et elle est finie. On la note < By > ou < B >;.
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Théoreme 7.2 — La variation quadratique de B existe dans £? et vaut p.s. T.

Proposition 7.2 — Pour presque tout w,
(i) t— B(t,w) n'est dérivable en aucun t;
(i) Ya < lp, |B(t)—B(s)| < c|t—s|*, quels que soient s et t dans [0, T] — par ailleurs,
c=cla,w, T) < 0.

7.4.2 Martingales

Définition 7.6 — Soit (Q, A, P), t € N ou RT. Une filtration est une famille F; de
tribus, t € N ou RT, telle que
Fs ¢ Fr C A

Vs < t.

Définition 7.7 — Soient (2, A, P) et Fy une filtration. Un processus X = X (t, w) est
dit Fy—adapté si Vt, X; est F;-mesurable.

Définition 7.8 — Soit (2, A, P). Soit (M), t € N ou RT, un processus réel défini
sur Q. Soit (Fy): une filtration sur Q. (My); est une Fy—martingale si :
(i) Vt, M; est Fy—adaptée et My € L ;
(i) pour 0 < s<t, E(M]Fs)=Ms p.s.

Conséquence — E (M) =E (M,) =E (My).

Exemples — Nous donnons quelques exemples de martingales.

1) Marche aléatoire : soit F,, = ((1,..., Cu). Soit S, = >0, ¢, avec les ¢; i.i.d.
centrées. Alors S, est une F,—martingale : ; € L' = S, € L' S, est F,—
mesurable.

E(Sn | fn—l) - E(Sn—l + Cn ‘ Fn—l)
= Snfl

E(Su|Fu-2) = E[E(Sa|Facr)| Facsl

= E(Snfl | fn72)
Sn—2 -
2) Brownien : soit F; = 0(B,, u < t). B est une Fy—martingale; soit s < ¢ :
E(By|Fs) = E(Bi—Bs+Bs|F)
E(Bt_Bs |‘7:s)+Bs
E(B: — Bs) + Bs
= Bs ’

car (By — Bs) L By , u < s.
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3) Soit F, = 0(C1y- .- o). Soit S, = D1 (i, avec les (; i.i.d. centrées de variance o2,
Alors X,, = S,, — no? est une F,—martingale.

4) Soit F; = 0(B,, u < t). Alors

est une F—martingale.
5) Soit Fy = o(By, u < t). Alors
A%]

}ft = €exp |:ABt - 7

pour A € C, est une Fy—martingale.

Remarque — Soit X(f) une fa.r.c. telle que X (0) = 0 et telle que exp [AX; — )‘7%]
soit une Fy—martingale, avec F; = o(Xs, s < t), A € R (ou A € iR). Alors X est un
brownien.

Définition 7.9 — X est une Fy—sous-martingale (respectivement une Fy—sur-
martingale) si :
(i) Vt, X; est Fi—mesurable;
(i) E(X:|Fs) = Xs p.s. (resp. E(X|Fs) < X p.s.), VO< s <t

Proposition 7.3 — Soit M une martingale et ¢ : R — R conveze. Alors Xy = ¢(M;)
est une sous-martingale.

En particulier, le résultat précédant, pour ¢(z) = 2

martingale est une martingale.

, nous indique que le carré d’une

Proposition 7.4 — Soit M une martingale continue et < M >; sa variation quadra-
tique. Alors
X, = M}~ <M >; .

est une martingale.

7.4.3 Théoréeme d’arrét — Inégalité de Doob

Définition 7.10 — Soient (2, A, P) et (F)i>0 une fillration. On appelle temps
d’arrét une v.a. T : Q — [0, 00] telle que ¥t > 0, {T < t} € F;.

Exemples — Voici quelques exemples.
1) T =to, Yw, avec tg > 0, est un temps d’arrét.
2) X processus Fi—adapté, A € B(R). Le temps d’entrée dans A est

Ta = inf{t>0, X; € A} .
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3) Si A est un ouvert et si X est continue & droite, alors Ty est un F;+—temps d’arrét,
Ofl ft+ =N fs.
s>t
4) Si B est un fermé et si X est continue, alors T est un F;—temps d’arrét.
5) T AT’ est un temps d’arrét si T et 7" en sont.

Théoreme 7.3 (Théoréme d’arrét) — Soient (M), une Fy-martingale et T un
Fi—temps d’arrét p.s. borné (i.e. T < cte p.s.). On suppose que (My), est continue & droite.
Soit 0 < s <T. Alors

E(Mr | Fs) = M; p.s.

Le résultat demeure :
— pour une sous-martingale, avec la relation E (My | Fs) = My p.s.;
— pour une sur-martingale, avec la relation E (Mrp | Fs) < M p.s.

Corollaire 7.1 — Nous avons :

E(Mr) = E(M;) = E(Mo) .

Proposition 7.5 (Inégalité de Doob) — Soit X; une F;—martingale de carré inté-
grable et continue & droite. Alors VT > 0,V > 0,

1
P( sup |X¢|>A) < — E(X7).
0<t<T A

Théoréme 7.4 — Nous avons :

Proposition 7.6 — Soient s > 0 et X(t) = B(t+s) — B(s). Alors X est un brownien
et est indépendant de Fs = 0(B,, u < s).

Proposition 7.7 — Si T est un temps d’arrét pour la filtration du brownien, alors
X(t)=B({t+T)— B(T) est aussi un brownien.
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7.4.4 Intégrale de Wiener

L2(Q) est muni du p.s. produit scalaire E(XY). £2(RT) est muni du p.s. produit
scalaire < f, g >= [, f(t)g(t) dt. On veut définir

[ 1o 4B = B() - B

pour 0 < u < w.

Définition 7.11 — Soient 0 =tg < t1 < ... <t,. Alors
/]R+ {Zm]t“ tk](s)} dB(s) = > ar(B(te) — B(ti-1)) (7.1)
k=1

sur F = { fonctions en escalier : f(s) =" p_j arly, | +,1(s)}-

Remarque — Cette définition ne dépend pas du choix de la fonction étagée.

L’équation (7.1) s’écrit T'f, avec T : F — HP (espace gaussien engendré par le brow-
nien); F C £2(R), HP c £2(Q). Cette application linéaire est de norme 1.

Théoreme 7.5 — Soit B un brownien sur (2, A, P). On peut associer & toute
fonction f de L2(R) une v.a. centrée, intégrable et gaussienne de HP, notée [, f(t) dB(t)
et appelée intégrale de Wiener telle que :

(i) Jg+ L, (t) dB(t) = B(v) — B(u) pour u < v;
(it) [ [z [(t) dB(t) est linéaire et isométrique ;

(i) on a les propriétées suivantes :
e[ [ rwaso < [ swaso] = [ soea.
B[ [ swasw x 56| = [ raa

R+

{Wde,feEQ(R*)} - HP .

Proposition 7.8 (Intégration par parties) — Si f € C*(R™), alors p.s.

Aﬂ®w®=fmmﬂ—4f®Mﬂ®-
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7.4.5 Equation de Langevin

A. Cas unidimensionnel

Définition 7.12 — L’équation de Langevin est

AV (t) = —bV(t) dt + o dB(t)

ce qui équivaut a

V() = V(0) - /Ot bV (s) ds + oB(t) .

Proposition 7.9 — La solution de I’équation de Langevin est donnée par

V(t) = e " V(0) +/tae_b(t_s) dB(s) .
0

Définition 7.13 — V s’appelle le processus d’Ornstein- Uhlenbeck.

Proposition 7.10 — On suppose que V(0) est indépendant de B et qu’il suit une loi

normale centrée de variance o2 /(2b). Alors V(t) est un processus gaussien stationnaire.

B. Cas multidimensionnel

Soit
dV(t) = —bV(t)dt + o dB(t)

avec V € RY b € Mgxg, 0 € Maxa, b € RY et B = (By,..., Bg)! brownien de dimension

d.

Proposition 7.11 — On suppose que :
(i) V(0) est indépendant de B ;

(ii) E(V(0)) =0;

(iii) Y (V(0)) = 0/ (2b);

(i) V(0) ~ N(0,0%/(2b)).

Alors V (t) est un processus gaussien stationnaire.
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Calcul stochastique

8.1 Intégrale stochastique d’Ito

8.1.1 Filtration

Définition 8.1 — Une f.a. ¢(t, w) définie sur R* x Q (respectivement sur [0, T] x Q)
est dite progressivement mesurable par rapport a la filtration F = (Fs, t > 0) siVt € RT
(resp. t < T), la restriction de ¢ suivante :

¢ [0,t]xQ — R
(s,0) = o(s,w)

est mesurable par rapport a B([0, t]) @ F;.

Remarque — B(|0, t]) ® F; est engendré par les B x A, VB € B([0, t]), VA € F;.

On note M?(R*) (resp. M?([0, ¢])) 'ensemble des fonctions ¢ progressivement mesu-
rables et telles que

E[ ¢2(t,w)dt] < o0
R+

(resp. intégrale sur [0, T), et Pon considérera par la suite

M? = () M*([0,1]) .

Nota — Soient ¢ progressivement mesurable et ¢ fixé. w — ¢(t, w) est Fy—mesurable,
donc ¢ est adaptée.
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Par la suite, nous travaillerons sur R*, mais les résultats seront également valables pour
M?>([0, t]).
M?(R") est un espace de Hilbert : on a le produit scalaire

< ¢, >ypwty = E [ - P (t, w) P(t, w)| dt .

8.1.2 Fonctions en escalier

Soit 0 =tg < t1 < ...<t,. On définit
n—1

Pt w) = ZXi(W) 1y, tiﬂ](t) )

=0
avec X; J;,—mesurable et X; € L2(F,).

(¢|[o, T]><Q>_ (1) = U X;HI) x (i, tipa] N[O, )

it <t
appartient a B([0, t]) ® F;. Par conséquent, ¢ est mesurable.

Définition 8.2 — Pour ¢ en escalier, on définit
n—1
. ¢(t) dB(t) = > Xi[B(tiz1) — B(t:)] -
i=0
Proposition 8.1 — Nous avons :
n—1
B| [ owanw| = B [xi(Bltn) - B()]
R =0
et
2 n—1
B| [ o aso] = Y B0 (0.
R+ =0
Corollaire 8.1 — L’intégrale stochastique est une isométrie.
En effet,

E[ . o(t) dB(t)r = E[ . 2 (t) dt} .

L’isométrie est (IS) : M?(RT) — L£2(Q2, A, P) et

1S (P)llc2e, 4, p) = Pllar2 @+ -
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8.1.3 Densité des fonctions en escaliers dans M?(R")

Soit le processus d’approximation

P, : L*RY) — L*RY)

o= Pof(t) = ni(/ f(s)ds) 1, (1) -
i=1 n

3|

Alors
[Pafll2 < [Ifll2

2R+
p.f S fovre £2®h)

et
2R+
P "8 6 v e MART)

8.1.4 Intégrale stochastique

On prolonge (IS) & M?(R") par

/ 6(1) dB(t) = Tlim [ Pyo(t) dB()

n—oo

’I’L2
= Ilimn E
n—oo
i=1

qui appartient & £2(Q, A, P). On a :

i—

/ " olsw) ds [Blt) - B

B[ [ owaBw] = o,
]E[ [ o) dB(t)r - E[/R+ 21 dt]
et
E[{ [ swasw}{ [ v dB(t)}} — e[ [ ot via.

8.2 L’intégrale stochastique comme martingale

Proposition 8.2 — L’application

P /0 6(s) dB(s)

est continue en moyenne quadratique p.s.
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Proposition 8.3 — .
X(t) = / o(s) dB(s)

est une F—martingale.

Proposition 8.4 —
t
X2(t) — / 2(s) ds
0

est une F—martingale.

8.3 Formule d’Ito

8.3.1 Introduction

Premiére formule d’Ito

B%(t) = 2/0tB(s) dB(s) +t .

Formule d’Ito pour les fonctions C}

Soit C2 = {®:R — R, C?, avec ®, ®’, ®” bornées}.

Proposition 8.5 — Pour ® € Cg, on a P-p.s.

®(B(t) = @(B(O))—i—/o @' (B(s)) dB(s)+%/O ®”(B(s)) ds .

On utilisera la relation différentielle

A2 (B(1)) = ¥ (B(1) dB(1) + ;2" (B()) dt

8.3.2 Formule générale

Soit
X(t) = X(0)+ / 6(s) dB(s) + / (s) ds ,

avec ¢, 1 € M? et X(0) € L2(Fp).

PROCESSUS STOCHASTIQUES

83



8. CALCUL STOCHASTIQUE

Proposition 8.6 (Formule générale d’Ito) — Pour ® € C7,

S(X(1) = B(X(0) + /0 ' (X(s)) 6(s) dB(s) + / &' (X(s)) ¥(s) ds

0

+ ;/Ot " (X(s)) ¢°(s) ds .
Cette formule s’écrit :
do(X () = @'(X(@)dX(t)+ %@”(X(t)) H2(t) dt .
ou encore
do(X) = o'(X)dX + %@”(X) <dX,dX > |
avec

<¢pdB+ ¢ dt, g dB+¢ dt > = ¢ < dB,dB > +2¢¢ < dB, dt > +¢° < dt, dt >

ou
<dB,dB > = dt,
<dB,dt > = 0,
<dt,dt> = 0.

Exemple — Soit

M) = exp{ / o) dB(s) — 3 / t ¢2<s>ds}.

C’est une martingale.

8.3.3 Localisation

Définition 8.3 — ¢ € M2 ([0, T)]) si

(i) ¢ est progressivement mesurable ;

(ii) fo 2(t) dt < 0o p.s.

Nous définissons
Ml2oc = m Ml%c([07 T]) .

T30

Définition 8.4 — Si ¢ € M7, on définit le temps d’arrét par :

1nf{ 0 : fo ?*(s) n}a
" +oo i {t :fquQs ds}n}z(b.
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Proposition 8.7 — Si n croit vers 4+o00, alors T, croit vers +o0o p.s. Par ailleurs,
Lo, 7,1(t) ¢(t) € M>.

On peut alors définir
t
[ 1o m(s) o) )
0

On vérifie que cette intégrale converge p.s. quand n — oo. On définit

t

i ¢(s) dB(s) = lim [ 1y ,.1(s) ¢(s) dB(s) .

0

pour ¢ € M2,

Définition 8.5 — X(¢ fo ), avec ¢ € Mlzoc, est une martingale locale
sl existe une suite (Ty)n de F- temps d arret telle que :

(i) Tn croit vers +00 p.s.;

(i) Y,(t) = X(tAT,) est une F-martingale pour tout n.

Remarque — X (¢) n’est pas forcément intégrable.

8.3.4 Cas vectoriel

Soit B un brownien dans R*, ¢;; € M2 ,1<i<d, 1<j<k.

(£ [oson) - foaom

)ka’ et

E[/thj(s)dB(s): _ .
/¢ aB(s /w aB(s)| = E[/Otcb(s)zb(s)fds},

/ 6(s) dB(s / u(s)dB()] = E| /Ottr(¢<s>w(s)t)ds}.

Nous avons que ¢ € (M2

loc

Soit ® € C1:2 :

® : R"xR? — R
(t. Bi(t),..., Ba(t)) — @(t, Bi(t),..., Ba(t)) .
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Soit X € R% :
dX(t) = ¥(t)dt + i(f_)/ dB(t) .
cR4 EMaxk
Formule d’Ito
8
o(t, Xy) = D(0, Xo) + 8 s) Wi(s) ds
d + a
+Z/O aT;iq’(s’ XS)Z%(S) dB;(s)
X5)
2 1121/ axzax (s, Z(b” ¢”
Cette formule s’écrit
do(t, X;) = %-@dt+vm¢~dXt+%<dX, D?*®.dX >
ol
0z, ®
Vep-dXy = : x (¢ dt+¢dB) .
0, P

Nous rappellons que nous avons
At sidi—q
< dB;, dBj > = { .Sl t=J
0 sinon

et
<dt,dt>= 0.

<dX,D*®.dX >

< Z% dB; , Zaxzaxz Z(ﬁde >

9°d
= 02,02, ——F—¢ij $ij <dBjy,dB; >
RTI [
9%
= Qi Q5 dt .
i, g, 5’ axiaxi’m Pis

1
d(I)(t, Xt) = 0P -dt+V, P -dX + 5 tI‘(DQ(I) (b (bt) dt
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8.3.5 Intégration par parties

Soient B, X, Y € R :

dX = ¢dB+vdt,
dY = MNdB+pdt,

avec ¢, 1, \, u € M2

loc*

dXY = XdY +YdX+ <dX,dY > .

On a donc :
X() Y (1) - X(0)Y(0) = /O X(5)[Ms) dB(s) + pu(s) ds]

4 / Y (5)[8(5) dB(s) + (s) ds] + / " 5(5) AGs) s

8.4 Formule de Girsanov

8.4.1 Formule de Cameron-Martin

Théoréme 8.1 (Cameron-Martin) — Soit X (t), pourt > 0, une f.a.r.c. gaussienne
centrée, et soit m : Rt — R une fonction de la forme m(t) =E (X () Y), t>0,Y € H¥.
Alors

E (F(X + m)) - E (F(X) - exp [Y - %E (YQ)D .

8.4.2 Théoréme de Girsanov
Soit ¢ € M2 _. Soit

loc*

Z(t) = exp Uot é(s) dB(s);/Otng(s) ds} .

Z(t) est une martingale locale.
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Théoreéme 8.2 (Girsanov) — Supposons que E (Z(t)) =1, Vt. Alors il existe une
proba. Q définie sur Fo par

Q(A)

/ Z(t)dP  pour A € F;
A
et telle que

Bt) = B(t) - /0 6(s) ds

soit, sous Q, un mouvement brownien.

Lemme 8.1 — Nous avons :

[eowse = {0

Lemme 8.2 (Gronwall) — Soit t — x(t) telle que
¢
z(t) < a+b/ xz(s)ds Vt,a,b>0.
0

Alors

8.4.3 Criteéres

Proposition 8.8 (Critére de Novikov) — Nous avons :

E[exp (;/Ot&(s) ds)} c o = { E(Z(t) = 1,

Z martingale .

Proposition 8.9 — Sl existe a, ¢ > 0 tels que
E [exp (a¢2(s))} <c Vs<t,
alors

E(Z(t) = 1.
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Processus de comptage

9.1 Rappels concernant les martingales

Théoreéme 9.1 (Formule de décomposition de Doob-Meyer) — Si X (¢) est une
sous-martingale, alors il existe un processus cadlag', prévisible et croissant A(t) tel que

M@t) = X(t) — A(t)

soit une martingale uniformément intégrable.

Remarque — A est la somme des espérances conditionnelles (par rapport au passé)
des accroissements de X (qui ne peut décroitre puisque il est une sous-martingale). M, elle,
est la somme des accroissements moins leurs espérances conditionnelles. Cette orthogonalité
entre processus prévisibles (& variation finie) et martingales assure & cette décomposition
de Doob-Meyer son unicité.

9.2 Processus a variation prévisible
Proposition 9.1 — Si M(t) est une martingale, alors M?(t) est une sous-martingale.

Proposition 9.2 — Soit M (t) une martingale. Alors
M2(t) = My+< M >,
avec My martingale et < M >; processus prévisible croissant défini par

<M > = I}}%EE (M1 — My)? | Fi

et appelé processus prévisible croissant associé & M(t).

1. Continu & droite avec une limite & gauche.
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Proposition 9.3 — Soit M(t) une martingale. Alors

V(dM(t) | Fi) = d< M > (t) .

Proposition 9.4 — Si My et My sont deux martingales (localement) de carré inté-
grable, il existe un processus prévisible unique (localement) intégrable et o variation bornée,
noté < My, My >, tel que MiMo— < My, My > soit une martingale (locale), nulle a
UVinstant 0. < My, My > est appelé le processus prévisible de covariation de My et
M.

Nous avons :

(CO’U( dMl(t), dMg(t) ‘ ]:t—) =d< My, My > (t) .

Proposition 9.5 — Le processus prévisible de covariation est bilinéaire et symétrique,
tout comme une covariance ordinaire :

<aMy+bMy, M3 > = a< My, M3>+b< My, M3 > ,
< My, My > = < My, My > .

My et My sont dites orthogonales ssi < My, My >= 0.

Définition 9.1 — A tout processus cadlag X, on peut associer un processus de saut
AX, défini par
AX(t) = X@t)—-X(@t7) .

Proposition 9.6 — Si My et My sont deux martingales (localement) de carré inté-
grable telles que

AM;-AM; = 0
(i.e. Wayant aucun temps de saut en commun), alors

<M, My> = 0.

9.3 Processus de comptage

9.3.1 Cas univarié

Définition 9.2 — Un processus de comptage N est un processus cadlag, adapté,
nul en zéro, croissant et ayant des sauts d’amplitude 1.
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Définition 9.3 — Soit N (t) un processus de comptage. C’est (par définition) une sous-
martingale locale. Par conséquent, il existe un processus A(t) prévisible, croissant, continu
a droite et nul en zéro tel que

soit une martingale.
A(t) s’appelle le compensateur de N(t), ou encore sa projection prévisible.

Proposition 9.7 — Soient N un processus ponctuel de dimension 1, et A son com-
pensateur. Si N est absolument continu, alors N posséde une intensité \, i.e. il existe un
processus prévisible A tel que

A(t) :/0 A(s) ds

pour tout t. L’intensité est définie par :

A(s) = lim 1]P’(N(ere)fN(s) >1|F) .

Proposition 9.8 — Soit N un processus de comptage et A son compensateur. Le
processus prévisible associé & la martingale locale de carré intégrable M = N — A (ou
encore le compensateur de M?) vaut

<M> = A—/AAdA

/ (1-AA)dA
et en particulier, si A est continu,

<M>= A.

Théoréme 9.2 (Théoréme de l’innovation) — Soit N un processus de comptage
adapté par rapport & deux filtrations (Fi); et (Gi); telles que Fy € Gy. N a pour intensité A

par rapport & (Gy)i. Alors il existe un processus \ prévisible par rapport o (Fi)e et tel que :

At) = E[Nt) | F] .

Remarque — X est le processus d’intensité de N par rapport & (F):.

9.3.2 Cas multivarié

Définition 9.4 — Un processus de comptage r-dimensionnel N = {N; :i=1,..., r}
est appelé processus de comptage multivarié si chacune de ses composantes est un
processus de comptage univarié et s’il ne peut y avoir simultanéité des sauts de deux (ou
plus) de ses composantes.
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Proposition 9.9 — Soit N = {N; : i =1,...,r} un processus de comptage multivarié.
Alors :

1. il existe des processus prévisibles A; continus a droite, croissants, nuls & linstant
t =0, tels que les N; — A; soient des martingales localement de carré intégrable ;

2. N = 22:1 N; est un processus de comptage de compensateur A = 22:1 A;.

Proposition 9.10 — Soit N un processus de comptage multivarié et A son compensa-
teur. Le processus prévisible associé o la martingale locale de carré intégrable M = N — A
(ou encore le compensateur de M?) vaut

<Mi>:Ai—/AAidAZ‘

:/(1—AA¢) dA;

<Mi,Mj >

|
RN
<

— / AN dA; (P #7) .
En particulier, si A est continu,

<]\4¢>=Ai7
<My, M;j>=0 (i#7).

9.4 Théoréme de la limite centrale

Théoréme 9.3 (Théoréme de Rebolledo) — Si M,, est une suite de martingales,
et st :
(i) < M, >; converge en probabilité vers vy déterministe ;

(i) Ve, M, . suite de martingales telles que M, — M, . n'ait aucune amplitude supé-
rieure 4 €,

alors M, (t) a une limite M(t) de processus croissant vy, donc M(t) est un processus
gaussien :

M, (t
Mu(t) e, N(0,1) .
Ut
9.5 Résidus
Proposition 9.11 — Soit le processus martingale

M;(t) = /075 dN;(s) — /Ot Ai(s) ds
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et H;(t) un processus prévisible et localement borné. Alors :

R;(t) = /Ot H;(s) dM;(s) .
est une martingale de moyenne nulle vérifiant
Cov[Ri(s), R;(t)] = 0
pour i # j, et ceci bien que R; et R; ne soient pas indépendants (& moins que H; et H; ne

le soient).
De plus,

VIR(t)] = E {(/OtHi(u) (w) du>t</0tHi(u) N(w) du)} .

9.6 Théorie du produit intégral (ou produit infini)

Théoréme 9.4 — Soit X(s) un processus cadlag, nul en 0, et a variation bornée. On
obtient une mesure additive en posant

X(Jst]) = X(t) - X(s) -

Définition 9.5 — Soit une partition tg = s < t1 < ... <t, =t. Son pas est

0] =sup [t; —ti—1] .
3

Définition 9.6 — On appelle produit intégral (ou produit infini)
t

Pa+ dX) = P+ dX)

s Js.4]
n
— lim [1—|—X ti }
|5|~>01:1 (] ! ])

qui est indépendante de la suite des (0).

Propriété 9.1 — Pour s < u < t,

P+ dx) = @(H dx) ~]P](1+ dx) .

]s,t] w,t

Propriété 9.2 — P}M] est une fonction de t continue a droite.
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Propriété 9.3 — P, g(1+ dX)=1 et Pjy(l+ dX) —1 (t—s).

Propriété 9.4 — Si X (t) est continu, alors

P+ dx) = XO
10,1]

Théoréme 9.5 — On suppose que 'P(l + dX) existe et est une fonction cadlag &
variation localement bornée. Alors c’est l'unique solution de l’équation—intégrale

Y(t) = 1+/€M Y (s—) X(ds) .

Théoréme 9.6 (Duhamel) — Soient Y = P(1 + dX) et Y = P(1+ dX'). Alors

Y(t)-Y'(t) = /e[ P (1+ dX)- [X(ds) — X'(ds)] - P (1+ dX') .

O,t] [015) (S,t]

SiY'(t) est non singuliere, alors

Vi T /sem] 51+ dX) - [X(ds) - X'(ds)] - [[Z,Ds}(l + dx)]

_ ty(s_) s) — / s
= | ¥ [X(ds) — X'(ds)] -

Théoréme 9.7 (Equation de Voltera) — Soient Z et W des fonctions cadlag. A
W donné, l'unique solution Z de l’équation de Volterra

est

N
—

~
=

|

W(t) + /Ot W(s—) X(ds)- P (1+ dX)

(s,t]

= W) PO+ dX) + /tW(ds).P(H dX) .
0

[0,] (s,t]

9.7 Entr’apercu d’une approche markovienne des pro-
cessus de comptage

Proposition 9.12 — Soit X(t), t € [0,1] un processus de Markov continu & droite et
d’espace d’états fini. Soit N9 (t) le nombre de transitions directes de Uétat h o létat j
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(h # j) dans Uintervalle [0, t]. On suppose que des intensités de transition (de l’état h &
Vétat j, h # j) localement intégrables existent : soient o) (t) ces intensités.
Alors le processus d’intensité de N par rapport & Fy = U(X(O), N(s), s < t) est

ol () i (1)
ot Yi(t) = 1{X(t—):h} .
Remarque — Le processus de comptage N = (N(hj)(.), h # j) et X(0) sont

« équivalents », dans le sens que I'observation de X (u) pour 0 < u < t fournit la méme
information que I'observation conjointe de X (0) et de N(u) pour 0 < u < t.
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Introduction

10.1 Existence et unicité de solutions fortes

Equation différentielle stochastique (EDS) :

dX = f(X)dt+ g(X)dB(¢)
Xy condition initiale

Ceci s’écrit encore

f(t, x) est appelée dérive (drift)de 'EDS, et g(¢, x) coefficient de diffusionde 'EDS.

Théoréme 10.1 — Soient (2, A, P), (B, t = 0) un (Fp)¢-brownien sur Q, Xg
indépendant de (By, t > 0). On suppose que
|f(t7 ‘T) - f(ta y)| + |g(t, fﬂ) - g(ta y)| < K|(L’ - y| Vta x,y.

Alors il existe une unique solution X de 'EDS — et X € M?. C’est une solution forte au
sens ou X est une fonction mesurable de X et de B.

10.2 Exemples

Ornstein-Uhlenbeck
dV, = —aV, dt+ By ,

dX = aX dt+ odB

dont la solution est
X(t) = Xoexp [aB(t) +(a— %)t .
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EDS
dX; = 14+ X2dB+ (V1+ X2+ 1X,) dt
X(0) = X,
(shy) = chy = \/1+ sh?y
Y; = sh(By)
1
Ito: dY; = ch(B:)+ §sh(Bt) dt
1
= \/1+Y;52 dBt+§Y;€ dt
X; = sh(B;+t+ ArgshXj)
Vérification :
1
dX, = ch(B +t+ ArgshXy)[dB,+ dt] + §Sh(Bt +t+ ArgshXy) d¢

1
\/ 1+ X2(dB, + dt) + §Xt dt .

Autre EDS Soit

dr = 2% dt
Une solution est
To
t) = .
37( ) 1-— .’E()t
Soit
1
Xt = — .
®) 1- B()
1 \2 2/, 1 \3
TIto: dX :( )dB 7(7)@
© ¢ 1-B, T3\,
dX, = X7dB,+X}dt.

10.3 Solutions faibles d’EDS

Une solution faible d’EDS est un triplet ((X7 B), (2, F, P), (]:t)t) tel que Vt,

t t
X, = X0+/ f(XS)ds+/ 9(Xs)dBs  ps.
0 0
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Proposition 10.1 — Soit b borélienne de RT x R? dans R telle que |b(t, z)| <
K(1+ |z|). Soit u une proba sur R:. Soit 'EDS dX; = b(t, X;) dt + dB;. Alors 'EDS a
une solution faible X de loi initiale p.

10.3.1 Modele de Cox — Ingersoll — Ross

dXt = 8(9 - Xt) dt + gy/ Xt dBt
X(O) = x29>0

avec ¢, 0, o constantes.
Dans le cas ol 4¢f = o2, alors X = Y? avec

{dYt — 2dB, - $Y; dt
Y(0) = V&

qui est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. En effet, d’apres Ito,

1
dX; = 2v;dY; + 52 (dYy, dYy)

2
g c g
= 2Yt(§ dB; — 5V dt) + T
0_2
= O Xt+(7*CXt)dt

4
—_———

c(0—X¢)

10.3.2 Absolue continuité de la loi de diffusions sous changement
de dérive
On considere 2 EDS :

dY, = o(Y;) dB; + bo(Y;) dt (EDS 0)
X(0) = Y(0).

Soit @1 = X oP laloi de X sous P, et @0 =Y oP laloideY sous P. On va montrer

que P; << IF’Q (et méme équivalentes) et calculer
dP,
—(¥)
dP

ouy=(y,t<T) €C([0,T], R).

Soit
Z2(T) = exp[ /0 h(Y) st—% /O hQ(YS)ds]

b1 — bo
Y

g

avec

h(y) =

On définit Q par dQ = Z dP sur F; (Girsanov). On fait les deux hypotheses suivantes :
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— o0 >0;
— E(Z(T)) =1 (i.e. vrai si martingale).
Sous Q,

¢
B(t) = B(t)—/ h(Ys) ds  est un brownien
0

dY;

o(Y;) dB: + bo(Y:) dt
= o(Y;) dB; + b1 (Y;) dt .

On fait 'hypothese supplémentaire qu’il existe une unique solution en loi de (EDS 1).
Alors X oP = Y oQ.

D’autre part, Y est sous Q solution de (EDS 1).

Soit ¢ : C([0,T], R) — R continue bornée.

[odB = B (wx)
= EQy(Y))
EF(y(Y)Z)
= E'[u(V)E*(Z|Y)]
D’out
Z(t) = eXp_/ ) dB; —f/ R3 (Y. ds
LJo
— exp:/o h(Y)W_%/O h2(Y5)ds]
T
= exp _/O ZY dYs — / +%h2(Ysﬂ ds}
..et
b1(Ys) — bo(Y5s) (bo(Ys) bi(ys) —bo(Y)>
a(Ys) 2 20(Ys)
BV - B
o 202
D’ou

P e[ [ ) —bo(Ys) G 1 TBR(YS) —BG(YS)
EF[Z|Y] = p[/o T ARG 2/0 S d

Remarque — Sion a des coefficients de diffusion différents, i.e.
dXt = O(Xt) dBt + b(Xt) dt 5
dY; = 7(Y;) dBy +b(Y;) dt ,
X(0) = Y(0),
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alors on perd ’absolue continuité — les probabilités deviennent méme étrangeres.

10.3.3 Equations linéaires

Le premier exemple est le suivant :

dXt = (AtXt + at) de + oy dBt
EDSL
( ) {M®=C7

avec X,a € RY — A, 0 € Mgxq ¢t B € RF.

Le deuxitme exemple est 'équation différentielle ordinaire linéaire (EDOL) :
d¢; = (A +ay) dt.
Une solution fondamentale de ’EDOL est ¢ € M x4 telle que

b = Ay
¢o = Id
On a alors
t
G = oo [ otaas].
0
La solution de ’EDSL est

X = o0+ | "6 (s)a(s) ds + / 0 (s)ols) dB]

D’apres ITto :
% = 40X+ [ 67 Ga) as+ [ o0t an] ar
vt a[Xo+ [ 67 ats) a5+ [ 6769000 a8,

= aofx "5 (s)as) ds + / 9 (s)o(s) dB]

+eley tar dt + ¢y oy dBy]
= AtXt de + ay de + oy dBt
= EDSL.

10.3.4 Autre EDS

dXt = AtXt dt + O'tXt dBt 3
X(0) .
La solution est
2

t t -
Xt:Xoexp[/asst—l—/(As—?S)ds.
0 0
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10.3.5 Pont brownien

Le brownien est conditionné pour revenir & l'origine & I'instant 1. Notons B(t) = [B(t) —
tB(1)] +tB(1). On a

cov (B(1), B(t) —tB(1)) = E(B(1)-B(t)) —E (t B*(1))
= t—tx1
0.

D’ou B(t) est une somme de 2 processus indépendants.

Définition 10.1 — Le processus (B(t) —t B(l)) est appelé pont brownien.

0<t<1

Il est indépendant de B(1) et est noté (BY~0(t))
centré de covariance

? .
0<t<1 C’est un processus gaussien

p(s, t) = sAt—st.

Illustration — On va regarder Brf}«—)b(t), i.e. le brownien qui part de a et parvient en

b au temps T'. Soit
dx, = X dt+ dB,,
X(0) = a.

C’est une EDSL; posons ¢ = 1 — t/T. La solution est

dBg,
T—s"

t t t
Xy = a(l—f)+bf+(T—t)/0

Ba—b(t)

B27°(t) est un processus gaussien centré de covariance

(5,8) = s At —
s, t)=sNt— = .
p(s, T
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Propriétés des EDS

11.1 Caractere markovien des équations différentielles
stochastiques

11.1.1 Propriété de Markov des solutions des EDS

Introduction Soient (2, A, P), (F;, t > 0) une filtration, Xy, ¢ > 0 un processus adapté
dans R?.

Définition 11.1 — Le processus X est un processus de Markov par rapport a
(Fi,t=0) siVt > 0,Vh > 0,VA € B(R?),

P(X(t+h)€eA|F) = P(X(t+h) e A| X(t)) p.s.

c.-a-d. que la loi du futur, sachant le passé, ne dépend que du présent.

Définition 11.2 — Le processus X est un processus de Markov homogéne si la loi
conditionnelle ne dépend que de h (et pas de t). On note Q(h, x; dy) la loi conditionnelle :

P(X(t+h) eA|X(t)=2) = Q(h,z; A).

Q : RY xR x B(RY) — [0,1]2¢ telle que :
(i) VA, (h,z) — Q(h, z; A) est mesurable;
(i) Vh,z, A Q(h, z; A) est une proba sur R%.

Qhz; A) = Q(h, z; dy)

yeA

Q(h ,z; dy) est une probabilité de transition. Soit 0 =ty < t; < ... < tx. La loi de
X(t1), X(t2),..., X(tx) partant de X (0) = x est

Q(t1, z; dzy) x Q(ta —t1, x1; dwa) X -+ X Qg — th—1, Tp—1; dag) .
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Proposition 11.1 (Equation de Chapman-Kolmogorov) —

Qs+t 23 A) = / |, Q) - QUL 4).
yER

En effet,
Qs+t,z; A) = P(X(s+t)eA| X(0)=2)
- E [P(X(s—&—t) cA|F)|X(0) :m}
- E [P(X(s+t) €A|X,)| X(0)= x}
= [ QA Q)
yeRd
Proposition 11.2 — Un F-mouvement brownien est un F-processus de Markov.

Proposition 11.3 — Soit T un F-temps d’arrét.
W) = Bt+T)-B(T) , t

WV
o

est un mouvement brownien.

Equations progressive et rétrograde de Kolmogorov Soit

(EDS) { ?{ftezfojj(Xt)dt—l-g(Xt) 4B,

avec f et g globalement lipschitziennes, X € RY, B € R¥, g = (gij)i<d, i<k. L'unique
solution X de (EDS) est un F-processus de Markov.

Soit 'EDS
A6(X,) = [¢/(X)F(X0) + 36" (X)g(X0)] dt +&/(X)g(X.) dB,

Soit
Lo(r) = ¢(2) f@) + 5" () g(a)?

L est Vopérateur différentiel linéaire du second ordre; c’est le générateur infinitési-
mal de (X;);. Dans la cas (général) vectoriel :

t t k
00x) = o)+ [ Lo(xds+ [ 3o dBils)

=1

avec J J
9% 0
; @@ 5, 50 T ; fil@) g -9(@)

N | =

Lo(x) =
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ol
99" = a,
d
0
M, = ;gil(m)%'
fo Lp(X,) ds est :
— une martmgale locale si ¢ € C2(R%, R) ;
— une martingale si ¢ € C°(R%, R).
t
B (6(X0) = o)+ [ E(Lo(X) d
= Q(t, = ¢)
t t
[ ety as = [ Qs Lo)
0 0
car

XQ(t, x; ¢) = Q(t, z; L)
0

ol L, est opérateur L pour la variable y et L* I’adjoint de L (transposition).

Q(h, a5 L) = / Q(t, z; dy) (Lé)(y) -

0? d
L* ¢( Z 6131(9{13] 2] Z

Prendre I'adjoint est une opération linéaire : si

Ko@) = fi(s)2-

/w~K¢>
|

/ f0) g 0(e) o) de = / 00 e () (2)

alors K*v est défini par :

Il
—
g
<
N
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D’ou 9
K*p = —%(ﬁ(fﬂ) U(@)) -

On a donc I’équation progressive (forward) de Kolmogorov :

0 *

D’autre part, Q(t, z, dy) — 6, quand t \ 0.

o [ Qe dy) Qo d2)] = Qs + s da)]

= /L;Q(t7 z; dy) Q(s, y; dz)} o [Q(s +t, x; dz)]

& /Q(t, x; dy) L,Q(s, y; dz) O [Q(s—l—t, T dz)] )

On a donc I’équation rétrograde (backward) de Kolmogorov (pour ¢ =0) :

0

8tQ(t, z; dz) = Ly Q(t, z; dz) .

11.1.2 Générateurs et EDS

t t
X, = X , X,) dB b(s, X) ds . 11.1
t 0+/0 o(s ) +/0 (s ) ds ( )
do(t, X;) = (%+Lt¢)(t, Xi)dt+ ) [(Z%ail)d&] :
l i ’

1 92 d d
Lig(z) = 5 > at, x)iaxlaxj $(x) + Y bilt, e dCOR
i, j ' i g

olla=o0".
Probleme de Cauchy

3
afu = —LtU—kU+g
(Cauchy) { o(T, z) = f(z) (condition finale),

avec v = v(t, z), t € [0, T], » € RY, k = k(t, ), g = g(t, x), k > 0.
On fait les hypotheses suivantes :
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— b0 continues sur [0, T] x R et sous-linéaires ' ;
— DEDS (11.1) a une unique solution faible;

—  f(x), g(t, x) et k(t, x) sont continues, f et g & croissance sous-polynomiale, i.e.
[f(@)| + gt @)| < K(1+[X1*);

— a, b et k sont bornées;

— Ly est uniformément elliptique : 39 > 0, Vt, =,
> ai(t, 2)G¢G = 6l¢)

La solution est la formule de Feynman-Kac

ot ) = ]Etym{f(XT) exp[—/tTk(u, X.) du] + /tT {g(& X,) exp(—/tsk(u, X.) du)] ds}.

Le probléme de Cauchy a une unique solution v telle que |v(t, z)| < ¢(1 + |z[*), qui est
donée par la représentation de Feynman-Kac.

Probléme de Dirichlet Soient D un ouvert de R?, b, indépendants de t. On cherche
u € C(D) solution de
{ Lu—ku = —g sur D
Upp = f

ol f:0D— R, g:D—Retk:D —RT.

On fait les hypotheéses suivantes :

— les trois premieres parmi celles du probléme précédent ;
a, b, k et g sont holderiennes;

— L uniformément elliptique.

Le probleme de Dirichlet a une unique solution :

u(z) = Em{f(XT) exp{—/OTk(Xs) ds] + /OT [g(Xt) exp(—/otk(Xs)ds)} dt},

avec 7 = inf{t >0 : X, € D}.

Atteignabilité de points Soit

dXt = C(H—Xt) dt+0\/Xt dBt,
XO =x>0.

Proposition 11.4 — Si 2¢f > o2, alors X, n’atteind pas 0.

1. Ceci signifie que |b(t, )| < K (1 + |z).
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11.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Notations — Nous notons :

— |+-+| la norme dans R

— ||+ la norme dans R%*".

Les données sont les suivantes :

— B = (By)iz0 = (B},..., BY) mouvement brownien d-dimensionnel défini sur
Q, F,P);

— Fi=0(Bs, s 2 1);

— T temps terminal ;

— la condition finale ¢ € £L2(,Fr) est & valeurs dans R*;

— la dérive f(w, t,y, z) de Qx [0, T] x R¥ x RF*? est dans R¥.

On fait I'hypothése que f est lipschitzienne : f € M?2(0, T) et 3K, Yy, v/, z, 2/, t,

’f(t7 Y, Z)_f(t7 y/a Z/)_f(ta ylvz/)| < K[|y—y/|—|—H2—ZI|H '

Définition 11.3 — Une équation différentielle stochastique rétrograde
(EDSR) est de la forme

T T
Y; :<+/ f(S,Ys,Zs)dS—/ ZsdB; .
t t

Définition 11.4 — Une solution d’une EDSR(C, f) est un couple (Y, Z) de processus
progressivement mesurables & valeurs dans RF x REX et vérifiant :

E[/OTHZSHMS] < o0

et
T T
Y, = & +/ f(S, Y, Zs) ds _/ ZsdBs . (11'2)
t t
On a donc
dY; = —f(t, Vs, Z) dit + Z, dB; ,
Yr =,
et donc
t t
Y: = YO—/ f(s, Ys, Zs) ds—i—/ Z, dBy . (11.3)
0 0
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Définition 11.5 — L’équation (11.2) s’appelle I’équation différentielle stochas-
tique rétrograde (backward), tandis que (11.3) est I’équation différentielle stochas-
tique progressive (forward).

De plus,

1) Yy est déterministe ;
2) Y: est Fy-adapté;
3) ona:

/OTZSdBS - <+/0Tf<s,Ys,Zs)dsE[H/OTf(s,Ys,zs)ds

Proposition 11.5 (Majoration a priori fondamentale) — Soit (Y, Z) solution
de ’EDSR(C, f). Alors il existe une constante positive ¢ (ne dépendant que de T et k) telle
que

E[ [ifl%mu/: ||Zt\|2dt} < e (E(|g2+E(/OTf2(t, 0, 0) dt) } (11.4)

Proposition 11.6 — Soit
M, = / usdBs , t€]0,T]
0

une martingale locale telle que

T
/ u?ds < oo p.s.
0

On note M} = supjo, 7 |M,|. Alors, ¥p > 0, il existe une constante ¢, > 0 telle que

]E[(Mt*)p} < ¢ E[(/Otu? ds)% } :

Théoréme 11.1 — Sous les mémes hypothéses que précédemment, il existe une unique

solution & ’EDSR(C, f) vérifiant (11.4).

Proposition 11.7 — (Y, Z) est solution de '’EDSR(C, f) < (Y, 2) =9, 2),
ot ¢ est Uapplication de B> = (M?([0, T]))]C x (M2([o, T]))kXd dans lui-méme, qui &
(U, V) associe (U, V) = (Y, Z) — il s’agit d’un théoréme du point fize.

Théoréme 11.2 — [l existe une norme sur B? (hilbertienne) telle que ¢ soit une
contraction stricte : ¥y > 0,

v 2, = {E [/OTW(IYA? +11Z4]12) o] }
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Théoréme 11.3 (Comparaison) — Soient k = d = 1. Soient (¢, f) et (', f/)
vérifiant les hypotheses originelles. Supposons que ( < (' p.s., et que VY, Z € R,

[ty 2) < fl(t,y,2) dt@ dP ps.
Soient (Y, Z) solution de ’EDSR(C, f) et (Y', Z') solution de (¢', f'). Alors

Y, <Y/ telo,T], ps

Proposition 11.8 — Soit (Y, Z) solution de U’EDSR((, f) sous les hypothéses origi-
nelles. Supposons qu’il existe un temps d’arrét T < T tel que :

a) ( soit F, mesurable;
b)  f(t,y,z) =0 sur[1,T].

Alors
Y; - i/t/\‘l'
et
Zy =0 sur [1,T].
Proposition 11.9 — Soient, sous les hypothéses originelles, (Y, Z) solution de

UVEDSR(C, f) et (Y', Z') solution de (¢, f"). Alors

T T
E [sup]|yt—}g'|2+/ ||Zt—Z,{H2dt} < C(E(|C—C/|2+E(/ |f(t,yt,zt)—f'(t,y;,Zt)|2dt)].
0, 7T 0 0

11.3 Lien avec les équations aux dérivées partielles
semi-linéaires

11.3.1 Rappel sur la formule de feynman-Kac

Soit ¢ = g(Xr), X diffusion construite sur B. Soient :

— b : [0,7T)] x RT — RY;

— o : [0, T] x R — Réx4;

— b et o sont supposées continues en (¢, x) € [0, T] x RY;

— K tel que Vt, z, y,

[bt, y) = b(t, @) + lo(t, y) —o(t, 2)l| < Kly -z,
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On considere 'EDS associée :

EDS { dXt = b(t, Xt) dt+0(t, Xt) dBt

Soit X * la solution de (EDS) partant de = & I'instant ¢ :

S S
Xbe =g —|—/ b(u, X,,) du +/ o(u, Xy) dB,, .
t t

Propriété 11.1 — (i) Il y a emistence et unicité de Xb®.
(i) Xb7 est Ft = o(B, — B, t < u < s)-mesurable.
t, x
(i) Xt==Xx"%"" t<u<s<T.

A X on associe un générateur différentiel

1 92 d 9
Ly = 5 Bij(t, 2) ——— b (t, ) =—
t 2;(00)](7z)8x18$j+z (7I)8mi

et

P of(@) = E[f(X07)] -

Proposition 11.10 —
1[Pt,sf(fﬂ)—f(a:)] — Lif(z).

S s—t

Probléme de Cauchy

Lu(t, z) +a(t,z) = rt,z)ult,z) te[0,T], zeR?
cmey) - { 702G
On a:

— ¢ :R? — R continue;
— a,r:[0,T] x R? — R continues.
On cherche une solution dans C*2([0, T] x R?) vérifiant (Cauchy).

On suppose qu’un tel u existe et vérifie I'hypothese

0
() St o) < Kr(l+lal™) m>1.

On suppose que u vérifie (Cauchy) avec I’hypothese (H). Alors

ult, z) = E{qs(X; ") exp {—/tTr(s, Xt o) ds} + /tT [a(s, X% exp (—/tsr(u, Xf;”’)du)} ds} .
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Autre résolution Soient :
— 2z €eRY;
— b:[0,T] x R — R?;
— 0:[0, T] x R? — R continue par rapport & t et z.

On suppose que

|b(t, x) — b(t, y)| + Ha(t, x) — o(t, y)|| < K-lz—y|.

Soit (X%*)se(t, 7 1a solution partant de = a Pinstant ¢ de V'EDS () :

dXP" = b(s, Xb*) ds +o(s, Xo")dBs
(*) Xt,."c _
o=

Soient :
— g:R? — R* continue et vérifiant

lg@)| < KQ+z?) p>

3y

DO =

— f:[0,T] x R x RF x R¥*4 —, R*¥ déterministe et vérifiant
[f(s, 2,9, 2) = f(s, 2,9, )] < K(ly—y'|+]z—2])

et

[f(t 2y, 2)| < K1+ 2P+ [yl +[|2]]) -

Soit 'TEDSR

¢ = g(X3")
%) { flw, u, y,z) = flu, X5, y, 2)

i.e

T T
yie = g(xb)+ / Flu, XU, Y5 Z07) du - / 7t% dB, |

S

Proposition 11.11 — L’EDSR (%x) admet une unique solution (Y\*, Zt®), u €
[0, T] pour tout t dans [0,T].

Proposition 11.12 — Soit (Y5*, Z4®) solution de (xx). Alors :
(1) Y5* est Ft = o(B, — By, t <1 < s)-mesurable ;
(2) YU est déterministe ;

t+h, X"

(3) Vhz0, Vi = vy e

(4) Soit u(t, ) =Y : ¢’est une fonction continue de (t, x) sur [0, T] x R

PROCESSUS STOCHASTIQUES 112



11. PROPRIETES DES EDS

Théoréme 11.4 (Kolmogorov) — S’il existe ¢ > 1 et v > 1+1+d (i.e. supérieur
a la dimension des paramétres) tels que

E[X0 = X1 < K[t =t +1s = + o —a'lF]"
alors il existe une version continue de (t, s, x) — X%, Pour tout p > 1,

E[|X5 - X572 < K[t +|s — &) + [lo — 2'||%] .

11.3.2 Généralisation de la formule de Feynman-Kac

Théoréme 11.5 — Soit w une fonction de classe C*2 sur [0, T] x R? et ¢ valeurs
dans [0, T] x RF telle que w soit solution de

Ow(t, z) + Lyw(t, x) + f(t, x, w(t, z),Vaw(t, z, o(t, a:)) =0,
o { w(T.a) = glx),

ot V. est la Jacobienne, i.e. la matrice 3/0x;. On suppose que
lw(t, z)| + [Vew(t, z)o(t, )| < K(1+ |af) .
Alors

w(t,z) = Y°

T
Blo(xi) + [ gl X v 27 as]
t

ot (Y% Z4%) est la solution de (»x). De plus,

Zy" = Vew(u, X;7) o(u, X77) .

Nota — L’équation

0

—+ L+ f(t,z,u, Vy) = 0
ot

est appelée équation semi-linéaire.

11.4 Applications des équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades aux solutions de viscosité
d’une famille d’équations aux dérivées partielles non
linéaires du second ordre

11.4.1 Equation projective (forward)

Soient les deux fonctions continues en (¢, x) et lipschitziennes en x uniformément en
t suivantes :
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— b:[0,7] x RY — R4,

— 0:[0,T] x R — R4,
Soit (B;); un mouvement brownien de dimension d. Pour tout = € R%, ¢ € (0, 7],
(X**) est la solution de (1) partant de z & l'instant ¢ :

D= x—f—/ b(u, X5L) du—l—/ o(u, X5*) dB, .
¢ ¢

11.4.2 Equation rétrogradee (backward)

Soient :

g : R4 — RF continue et vérifiant

)

N =

9(@)] < K(1+[2)  p>
— f:]0,T] x R? x RF x RF*4 — RF continue et vérifiant
|f(soa,y.2) = fs, 2,9, 2)] < K(ly—y/| + 1z —2']])
et
[t 2y, 2)] < K(1+ |2 + [yl + [l21]) -

Soit ¢ = g(X%") ol le XH* est celui solution de (1). Soit
T T
Vi = g+ [ p X Y 2 - [ 2 B,
S S

On considere ’'EDP

{ aa';* (t, x) + Lyu;(t, x) + f; (t, x, u(t, z),(Vuo)(t, a:)) =0,
u(T,z) = g(z), zeR?,

ott les notations sont les mémes qu’en page 111 et oll u est une fonction de [0, T'] x R?
dans R*.

On a donc 5
OL) = -4,
(6t o Ji
avec f; non linéaire.
On fait I'hypothese « technique » que f;(t, x, y, z) ne dépend que de la i® ligne de
la matrice z :

fi (t, x, u(t, z),(Vuo)(t, :17)) = f; (t, x, u(t, z),(Vuo) - (¢, :L')) .

—~—"

U; 0

<

Définition 11.6 — Nous avons :
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a) u€C([0, T] x RY RF) est une sous-solution de viscosité de I’équation (x)

sutvante :
() { (1) = -1
w(T, z) = g(x)

ui(T, x) < gi(x), veRY, 1<i< d,

— Vi=1...,k ¢:C"([0,T] xR?) =R, pour (t,z) € [0, T] x R?
mazximum local de u; — ¢,

on a

0
_g(ta J?) - Lt¢(t7 I) - fl (tvxvu(tax)v(v¢o)(t7 .27)) < 0;
b) ue€C([0, T] x RLRF) est une sur-solution de viscosité de I’équation (%)
St
7 uz(Ta .13) = g’i(x)a LS Rda 1 <1< d7
— Vi=1,...,k ¢:C2([0, T] x RY) — R, pour (t, z) € [0, T] x R?
minimum local de u; — @,
on a
¢
_a(ta iL’) - Lt¢(tv x) - fl (ta €, u(tv l’),(Vd)J)(t, x)) =z 0 5

b) u € C([0, T] x RERF) est une solution de viscosité de (x) si c’est une
sur-solution et une sous-solution de viscosité de ().

Théoréme 11.6 — u(t,z) = Y est une solution de viscosité de (). Y,'" est
déterministe et est une fonction continue de (t,x).
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Statistique des diffusions

12.1 Introduction
Soit
{ d¢ = b(t, ¢) dt+o(t, &) dBy
G =1

sur (2, A, P).

Théoréme 12.1 (A) — Soient les hypothéses suivantes :
(i) b(t,x) et o(t, z) sont continues sur [0, + co[xXR;
(i) n est une v.a. Fo-mesurable et P(|n| < oo) =1;
(ii) conditions de Lipschitz locales : VT > 0,VYN > 0, 3Ly n tqVt € [0, T), Vz, Vy,

< _
2| < N et |y < . {!bt - (,y)|| < Ly nlz —y

(ty)| < Ly nlz—y|;

(iv) croissance sous-linéaire : VT > 0, 3K, Vt € [0, T], Va € R,

|b(t, m)|+|0(t, m)‘ < KT(1—|-|x|);

(v) E(n*™) < oo pour unm > 1.
Sous les conditions (ii), (iii) et (iv), VEDS admet un processus solution ((t, t > 0)
défini sur Q et tel que :

a) (o =n et la trajectoire ((;, t > 0) est p.s. continue;
b)  (C)r est Fr—adapté (i.e. est solution forte) ;

c) siCl et (? sont deuz processus solutions vérifiant a) et b), alors
P(Vt>0, ¢ =¢) = 1

Si, de plus, (v) est vérifiée, alors Vt > 0, E ((?™) < <.

116



12. STATISTIQUE DES DIFFUSIONS

Théoréme 12.2 (B) — Soit I’EDS unidimensionnelle réelle

{ dCt = b(Ct) dt—'—O’(Ct) dBt,
G =17-

Soient les hytpothéses suivantes :
(i) n est Fo-mesurable et |n] < oo p.s.;

(ii) b est lipschitzienne sur R, o est holderienne d’exposant o € [1,1] : IK >
0,Vx, y € R,

(iii) E (n?) < oc.
Alors on a le méme résultat qu’au théoréme précédant (et sous (iv), E((?) <
00, Vt).

Théoréme 12.3 — Sous les hypotheses des théorémes A et B, la loi de probabilité
PT du processus solution (s, t > 0) ne dépend que des fonctions b(t, x),0(t, x) et de
la loi p de la v.a. n.

Théoréme 12.4 — Soient les hytpothéses suivantes :

(i) V0, les fonctions (t, x) — b(t, x) et (t, x) — o(t, x) satisfont les hypothéses
des théorémes A et B;

(ii)) P(o(t, ¢f)>0,vte[0,T]) = 1,V0 € 6.

Alors ¥0,0" € ©, les lois P} et PL, sont équivalentes et

5 r - / T2 _}2 /
P 1) = exp / b(t, Xe, 0) = b(t, Xu, 0) 4o 1/ Bt X0, 0) = (1 X0 0) ]
dF, 0 a?(t, Xt) 2 /o o?(t, Xi)

La fonction de vraisemblance associée o l'observation (¢, t > 0) est

(s, ¢, 0 T p2(s, ¢, 0
9 — LT(O):eXp[/O cSEsCCS))dCS_;/O U(QS(SCCS))ds}.

Définition 12.1 — L’estimateur 0 de 0o est dit faiblement consistant si

0 = 0 (T — +00).

Définition 12.2 — L’estimateur 0 de Oy est dit fortement consistant si
o 2% 6y (T — +00) .

PROCESSUS STOCHASTIQUES 117



12. STATISTIQUE DES DIFFUSIONS

Théoréme 12.5 — Soit .
M, = / H, dB;
0

avec (Hy); processus progressivement mesurable. Alors :

(i) si
an = [z as
= —l—ooo p.S.
alors M v .
<M >, '
(i) si

M

(M)p » =
o(T)

ol ¢ est une fonction déterministe, croissante, tendant vers +oo quand T

tend vers +00, alors

(T — +00) .

MT L 2 4o
7¢(T) SN N(O , O ) (T + ) .
P

;2 M
(Si o? =0, alors W) — 0).

Remarque — Ce résultat reste valable pour le cas multidimensionnel.

12.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit
{ d¢y = 0oC dt + dB; ,
o = o .

L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) est

- _ fOTCSdCS
br = T s
Jo ¢2ds
B +f0T<s dB,
_ el
f() <s S

Proposition 12.1 — 57 6y < 0, alors

1/T@d 2oL Tt
— —_ — — +00) .
T, > 2160]
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Corollaire 12.1 — §T est fortement consistant et

VT (0r —0,) = N(0,2060]) (T — +00) .

Proposition 12.2 — Nous avons :
1) sify =0,
1
~ B, dB,
T.-0p = 1017’
Jo BZ du
ot (By)y est le brownien ;
2) sify >0, on pose
€200 _ 1
0y) = —————
mz(6o) 20,
et
—+oo
Z = x0+/ e % dB, ;
0
alors
1 /T<2d £ 2 (T - +o0)
—F s ds — — +00
mr(6o) Jo
Lo c U
”n’LT(eo)é (GTfGO) — E
et

T L
</ 2 ds)t (Br—6) 5 N(0,1)
0

ot (U, Z) ~ N(0,1) @ N(xo, 557)-

12.3 Markov et les diffusions

On étudie
{ dG: = b(¢) dt +o(¢) dBy
G =1,
avec :
— bet o declasse C! sur R;

— AK >0,Vxr € R, b*(z) +02(x) < K(1+2?).

Théoréme 12.6 — ((;, t > 0) est un processus de Markov de probabilité de
transition homogéne dans le temps, ne dépendant que de b et o, i.e. :
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(i) propriété de Markov : VA € B(R), 0 < s < t,
PGeA|F) = P(GeAll);
(ii) propriété d’homogénéité :
P(Gte Al =1) = Ps(z; 4),

ot Py(x; dy) est la probabilité de transition.

Notation — Nous notons :
Py(z; dy) = pi(z,y) dy .

pi(x, y) est la densité de transition.

Proposition 12.3 — Nous avons :
tm =BG -Gl a=e] = m 5 [ pey) d
h1~>0h t+h t| Gt =T = hlﬂOh Yy—)pr\Z,y) dy
= b(z).

Cette quantité est appelée moyenne infinitésimale .

Proposition 12.4 — Nous avons :
i+ E[(Gen ) |G =a] = lim 3 [(y—2) pule.y) dy
h=0 h fh 5 i >0 h A
= o*(x).

Cette quantité est appelée variance infinitésimale .

Définition 12.3 — Soit f € Cp(R).

Pif(z) = E[f(¢)]
= E[f(G) | C=21].

On appelle générateur infinitésimal du processus (¢;)r Uopérateur
. 1
Lf(z) = lim — [P f(x) = f(x)]

lorsque cette limite existe.

Théoréme 12.7 — Si f € C%(R), alors

L) = 50%() f'(@) + bla) /(@)
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Définition 12.4 — pu, loi de probabilité sur R, est une distribution stationnaire
pour ()¢ st

o~ pu = Vi, G ~ p.
Théoréme 12.8 — Nous avons :

w distribution stationnaire = Vf € C%(R), /Lf(x) dp(z) = 0.

Théoréme 12.9 — On suppose o(x) > 0, Vo € R, o de classe C?, b de classe
C*. Soit h : R — R de classe C?, positive et telle que Jg h(z) dz = 1. Alors

h(z) de = p(x) dx

est une distribution stationnaire pour ((); ssi

(%h(f?)” —(hb) = 0.

Définition 12.5 — Le facteur intégrant du processus est
* b(u)
_ _2 du] .
s(x) exp [ / 200 u
Définition 12.6 — Le facteur d’échelle du processus est

S(z) = / s(u) du .

Théoréme 12.10 — Si

lim S(z) = +oo,

r——+0o0

lim S(x)

r— —00

I
I
8

et st

M:/ﬂim<“’

dx
uw) = Mo?(x)s(x)

est une distribution stationnaire.

alors
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Soit I = (I,r), —oo <l <r < +00, tel que :
o%(x) >0,Vz € 1;
— b declasse C! sur I;

o de classe C? sur I.

Définition 12.7 — Soient x,y € I. Le temps d’atteinte de y est défini par

Toy = f{t>20,¢ =y}.
Le temps d’explosion est défini par

e, = inf{¢t>0,¢¢(,r)}.

Proposition 12.5 —

Ve,yel, P(T, ,<o0) > 0.

Théoréme 12.11 — Soientl<a<x <b<r et

T =inf{t>0,=aoub}

= Tz, a N Tm, b -
Alors
P(T<oo) = 1
P(CEIE” = a) = ]P)(Ta;, a < Tw, b)
_ S(0) - S()
N S(b) — S(a)
P =0b) = PTy b <Ty a)
_ S(x) —S(a)
- S(b) — S(a)
Théoréme 12.12 — Nous avons :
St = -0
{ Sgr_)):—i—oo e Ve,yel, P(T, ,<o0) = 1.

Le processus est alors dit récurrent sur I. De plus,

Ple, = +o00) = 1.
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Remarque — Nous avons :
SIT)=-0 <+ / s(u) du = —o0,

S(r7) =400 <= /ls(u) du = 4o00.

Théoreme 12.13 — Soient | < a <z <b<r etT =Ty o N1y . Soit u la

fonction de classe C? et définie sur I par

{ 5(2)::5(%):0.

Alors
u(z) = E(T)
_ L S@) — S [*S(b) S S(b) — S(x)
- 2{ S50 L. o * S0
Théoréme 12.14 — Si
S(It) = —o0,
S(r7) = 400

et st

alors Ve, y e I
E(Ty, 4) < oo

Le processus est alors dit récurrent positif sur I.

est appelée mesure de vitesse.

Théoréme 12.15 — Si un processus est récurrent positif, alors il admet une unique

distribution stationnaire, qui est donnée par

m(x
m(x) de = M) 1lipery do.

Théoréme 12.16 — Nous avons :
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1) quelle que soit la loi initiale pour ({t, t > 0),
c
G — o7 (t — 400);

2) quelle que soit la loi initiale pour ((, t = 0),

17 p.s.
I ECEE A FEE OGRS

des que [, |f(z)|m(z) dz < oo.

12.3.1 Etude des estimateurs du maximum de vraisemblance

On étudie les solutions de ’équation

ZT(é\T) = slelng(e) .

Tout d’abord, on cherche les hypotheses pour que
P(|6r — 6| > h) — 0 (T — +00) .
On note K(.) les hypotheses suivantes :
(K1) O est un compact de RP;

(K2) 6~ Ir(f) admet une version continue sur O ;
(K3) il existe une v.a. Zp et une fonction 3(n) telle que V6, 8’ € ©,

1
0—-01<n = TUT(G) —1p(0")| < B(n) Zr ,
avec B(n) — 0 (n — 0) et Zp convergeant en proba quand T tend vers

I’infini ;
(K4) soit

K00, ) — /lr (b(u, 0o) — b(wu, 0))2 o) du

o(u)

alors
0#6y, < K(by,0) <oco (hypothese d'identifiabilité) ;

(K5) 60— K(by, 0) est continue.

Proposition 12.6 — On a, sous (K/),

= (00~ r(0)] 25 LK. 0) (T ).

Nota — La fonction § — — = I7(6) est une fonction de contraste.
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Théoreéme 12.17 — Sous les hypothéses K(i),i=1,...,5, on a Vh > 0,

P(|6r — 6| >h) — 0 (T —o0).

Problématique — Il s’agit de vérifier que 6 — [ (0) admet une version continue en

6.

b8, ¢,) 1 THA(0, ¢)
o [ ) ey

Le second terme peut étre traité par le théoréeme classique de Lebesgue. Le premier vaut

/OT l;(gégis)) (600, C.) ds + o (¢,) W]

Question :
T
0 Mp(0) — / 6(6, 1, ) AW,
0

admet-elle une version continue ?

Théoréme 12.18 (Kolmogorov) — 3y >0, e > 0, ¢ > 0 tels que V0, ¢',
E(|Mr(0) - Mr(@)]") < e-lo-0pF

ot © C RP. Par conséquent, § — Mr(0) admet une version continue en 6.

On fait les hypotheses supplémentaires suivantes :

(K6) 6o, vraie valeur du parametre, appartient a O ;

(K7) les fonctions by, (z, 0) et by, (2, §) sont définies et continues sur (I, 7) x © et

olp [T b, (Cs, o)
90, (00) = /0 T2 [d¢s — b(¢s, 0o) ds]

ds ;

Plr [T (G b) T 4, (G 00)b), (G 00)
80189j (90) / 0_2(4-3) [dCS_b(Csu 90) dS] - /O UQ(CS)

(K8) linformation de Fischer est Z(6y) = (Iij(90)>ij avec

™ b, (u, 00)by, (u, bo)
Zi(0o) = /l 02(u]) o, (u) du ;

Z(6p) est bien définie et inversible;

(K9) soit
by, (u, 0
Jij(0o) = / Mﬂeo(u) du ;
!

o2 (u)
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(K10) on a
1
Sup 7 1o,,0,00) =g 0,0t )] = 0 (T —00).
Remarque — Si © C R, (K8) équivaut &
" b (u, 0p)
I(6y) = | 25~ :
00) = [ 5 o) du

Proposition 12.7 — On a :

1)

% ((;;ilT(()o))_l £, Np(0,Z(6) ) (T — o0);
2)

% (aa?aele(eO)) 5 I(B) (T o).

Théoreme 12.19 — Sous K(i), i=1..., 10,

VT (0-60) = N, (0,Z(6)) (T —o0).

12.4 Estimateurs empiriques
On suppose (¢, t = 0) récurrent positif.

Théoréme 12.20 (Ergodicité) — Si f : (I, 7) — R, borélienne et telle que [, |f| dm <
oo, alors

% /OTf(CS)ds L /f(x) 7(z,00) dx

I
quelle que soit la loi de (.

Théoreéme 12.21 (Convergence en loi) — Si f: (I, r) — R, borélienne et telle que
d’une part [,|f] dr < oo, d’autre part [, f dm =0, alors

L

1 T
ﬁ/o fG)ds = N(0,Va(f)),

a condition que Vo, (f) soit finie.
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Soit
Af(x, 0y) = / Fu) 7w, 0) du .
!
Alors
Vo) = M) [ s(o.00) A2f(w, 60) da
I
avec
M(b0) = [ o, b0) da
I
(z, 60) :
m(x = -
T 2 (@)s(w, o)
et
“ b(u, 0y)
s(x, 0g) = exp {2/300 20 du} .
Corollaire 12.2 — Soient f1,..., fr : I — R, continues et telles que d’une part

J; film < o0, d’autre part [, fidw = 0. Alors

1 T
ﬁ ( /0 fi(Cs) ds >i=1 . £, N( 0, (Veo(fiv fj))1gi7]<k ) )

[RREE)

& condition que Vo, (f;) soit finie, pour i =1,..., k.

Théoréme 12.22 — Soit f : I — R, continue et telle que | f(z)| < K(1+ |z|") avec

/|x\"’ o, (z) dr < 0.

I
Si
/ls(x, o) da (/l (1 + [u]™) mo, (u) du)2 < oo
et si
/ s(z, 0o) dz (/m (14 |u|") 7o, (u) du>2 < 00,
alors

Voo (f) < oo

Soit §T 'EMV et 6 un autre estimateur de . Posons

~ . /
or = br— L)
l/l(e)

(méthode de Newton au premier pas). Si O7 est consistant et si :
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VT(0r —0)) 5 N(0,Z7'(6));
2. §T — Op;
3. \FT(GNT — 00) converge en loi,
alors R
VT(br —6r) — 0 (T — )
et donc

VT(br —0)) £ N(0.T7'0)).

PROCESSUS STOCHASTIQUES 128



Cinquiéme partie

MODELE LINEAIRE
GENERALISE

129



13

Introduction

13.1 Modele linéaire classique

Le vecteur Y des observations a n composantes qui sont indépendamment distribuées,
et de moyenne . La part systématique du modele est la spécification de p en fonction de

parametres 1, ...,0p :
P
=2 i
j=1

i.e.
]E(yz') = M

P
= Z CEijﬂj s
Jj=1

ol x;; est la valeur de la j° covariable pour I'observation ¢. L’erreur du modele suit une
N(0,02).
Le vocabulaire est le suivant :
— la composante aléatoire : les composantes de Y ont des distributions normales
indépendantes d’espérances p; et de variance commune o2 ;
— la composante systématique : les covariables 1, ...z, engendrent un prédicteur

linéaire 1 donné par :
P
n=7_ b
=1

— le lien entre composantes aléatoires et systématique est

n=p.
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13.2 Modele linéaire général

Soit 5, j = 1,...,n les n observations faites sur le i° sujet ; est associé au vecteur des
observations un vecteur de p covariables x;;,, £ = 1,...,p. On suppose que les y;; sont les
réalisations de v.a. Yj;, suivant le modele

Yij = Biziji + - + Bpijp + €ij -

Les erreurs sont ici corrélées. Si I'on note o2V la matrice bloc-diagonale composée de
n x n blocs 02V}, chacun représentant la matrice de variance-covariance du vecteur de
mesures chez un sujet, le modele s’écrit

Y ~ N(XB, 0?V). (13.1)

13.2.1 Estimation par les moindres carrés ordinaires

L’estimateur des moindres carrés ordinaire § minimise la forme quadratique

(y— XB)'(y— XP) -
Il est égal a R
B=(X"X)"X"
et
Var(f) = o?(X'X) I X'V X (X'X)7L.

13.2.2 Estimation par les moindres carrés pondérés

L’estimateur des moindres carrés pondérés (weighted least-squares estimator) de
[, qui utilise une matrice symétrique de pondération W, est la valeur By qui minimise la
forme quadratique

(y—XB)' W (y— XB).

Le résultat explicite est
Bw = (XTWX)' X'Wy . (13.2)
Cet estimateur est sans biais, quel que soit le choix de W. Sa variance vaut
Var(fw) = o2 {(X'WX)'X'W} V {WX(X'WX)~'}. (13.3)

Si W = I, matrice d’identité, alors on retrouve ’estimation par les moindres carrés
ordinaires. Si W = VL, I'estimateur devient

B = (XtVvIX)TL XVl (13.4)

et
Var(B) = o*(X'V71X)"!.

La notation « chapeau » anticipe sur le fait que 3 est 'estimateur du maximum de
vraisemblance de 8 sous '’hypotheése de normalité du modele (13.1). Cette remarque laisse
suggérer que ’estimateur des moindres carrés pondérés le plus efficace est celui pour lequel
W=Vv-5L
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13.2.3 Estimation par le maximum de vraisemblance sous ’hypo-
thése de normalité

On estime simultanément les parametres d’intérét, soient 3,02 et Vj. Sous I’hypothese
de normalité (cf. (13.1)), la log-vraisemblance vaut

L(5, 0 Vo) = — 5 {nmlog(o?) + mlog (1Vol) + ~5(y— X8)' V' (s - X5)} . (135)

Pour une matrice V donnée, I'estimateur du maximum de vraisemblance de [ est
lestimateur des moindres carrés pondérés vu en (13.4), soit

~

B(Vo) = (XTVIX)™! Xtvly . (13.6)

Son expression insérée dans (13.5), on obtient

LEWY), 0%Vo) = — 5 {nmlos(0?) + m1log ([Vol) + ~5RSS(1o)} .

RSS(Vo) = (y—XB)' V™' (y—Xp).

La dérivation de (13.6) par rapport & o2 donne I'estimateur du maximum de vraisem-
blance de o2, toujours & Vp fixé :

. RSS(Vh)
2
VW) = —=. 13.7
" (Vo) - (13.7)
L’introduction de (13.6) et (13.7) dans (13.5) donne une log-vraisemblance réduite pour
Vo qui, & un terme constant pres, vaut

L,(Vo) = L(B(Vo), 32(Vo),Vo)
1

= —5{n1og (RSS(10) +10g (IV0l) } - (13.8)

Finalement, la maximisation de £,(Vy) donne V, et par suite, au travers de (13.6) et
(13.7), on obtient également 3 = 3(Vy) et 52 = 52(Vj).

En utilisant la vraisemblance pour les estimations simultanées de (3,0“ et Vj, la forme
de la matrice X intervient explicitement dans I’estimation de o2 et V5. Une conséquence
de ceci est que, si nous supposons une forme incorrecte pour X, nous n’obtiendrons pas
d’estimateurs consistants pour o2 et V{. Aussi, une stratégie est d’élaborer un modele com-
plet pour les profils des réponses moyennes qui incorpore la structure de covariance des
données. Quand, par exemple, les données proviennent d’une expérimentation planifiée (de-
signed experiment), et qu’il n’y a pas de covariable continue, il est recommandé d’introduire
un parametre séparé pour la réponse moyenne a chaque temps de controle du traitement,
ce qui s’appelle un modele saturé pour les profils de réponse moyenne. Ceci garantit des
estimateurs consistants de la structure de covariance.

Cette stratégie n’est pas toujours praticable. En particulier, lorsqu’il existe une ou
plusieurs covariables continues, nous devons décider d’introduire cette (ces) covariable(s)
sous forme d’un effet linéaire, ou quadratique, ou sous une autre forme non-linéaire. Dans
ce cas, le concept de modele saturé ne tient plus.

Meéme s’il est praticable, le modele saturé pose un autre probleme. Pour ¢ traitements
et n temps d’observations, il requiert p = n x g parameétres, et si ce nombre est relativement
important, les estimateurs du maximum de vraisemblance pour o et V; seront sérieusement
biaisés. Par exemple, nous savons que lorsque Vy = I, un estimateur sans biais de o? exige

2
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un diviseur égal & (nm — p), plutot que le diviseur nm vu en (13.7) — ce probleéme étant
encore davantage exacerbé par la structure d’autocorrélation des données.

Aussi est-il nécessaire d’utiliser une matrice X présentant un grand nombre de colonnes
pour obtenir des estimateurs consistants de la structure de covariance, alors méme qu’une
estimation non biaisée exige un faible nombre de colonnes pour X.

Pour remédier & ce probleme, nous devons considérer d’autres méthodes d’estimation.
Parmi elles, la méthode du maximum de vraisemblance restreint.

13.2.3.1 Estimation par le maximum de vraisemblance restreint

La méthode du maximum de vraisemblance produit des estimateurs biaisés; par
exemple, dans le modele le plus classique, soit

Y w N(XB, o?I), (13.9)

Pestimateur du maximum de vraisemblance de o2 est

> _ RSS

)

nm

ol RSS est le somme des carrés résiduelle. Cet estimateur est biaisé; I'estimateur usuel

sans biais est
9 RSS
ot = —
nm-—p
ol p est le nombre d’éléments de 5.
Dans cet exemple, 52 est 'estimateur du maximum de vraisemblance restreint
(REML) (restricted mazimum likelihood estimation) de o concernant le modele (13.9).

Dans le cadre plus général d’un modele
Y ~ N(XB, 0%V, (13.10)

I'estimateur REML est défini comme étant ’estimateur du maximum de vraisemblance
basé sur une transformation linéaire du jeu de donnée : soit

Y* = AY,

de telle sorte que la distribution de Y* ne dépende pas de (3. Un moyen est de choisir pour
A la matrice qui transforme Y en résidus des moindres carrés ordinaires :

A=T-X(X'X)'Xt. (13.11)

Alors Y* a une distribution normale multivariée, centrée et singuliere, quelle que soit
la valeur de (. Pour obtenir une distribution normale centrée réguliere, on peut utiliser
uniquement mn — p lignes de la matrice A définie en (13.11).

Les estimateurs résultant pour o? et Vj ne dépendent cependant pas du choix des
lignes retenues, ni non plus du choix particulier de la matrice A : toute matrice telle que
E(Y™*) = 0 pour tout 8 donnera la méme solution.

Pour les calculs, on réabsorbe 02 dans V, si bien que le modele se réécrit

Y ~ N(XG, H) (13.12)

ot H = H(a), avec « vecteur de parametres. Soit A telle qu’en (13.11) et B la matrice
nm X (nm — p) telle que
B'B=1,
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ol I est la matrice identité de dimension (nm — p) x (nm — p). Finalement, soit
Z = B'Y .

A a fixé, Pestimateur du maximum de vraisemblance de § est 'estimateur des moindres
carrés généralisés

o~

f = (XTH'X)"'X'H™ 'y
= GY.
Les densités de probabilité de Y et B sont, respectivement
1 1 1 £rr—1
1) = o P { ~ 300 - X - X0}

et

o 1 T —1 1 trytrr—1 a
90) = VI X e { = 55— 9 (X H O - )}

On a E(Z) = 0; de plus, Z et B sont indépendants, quelle que soit la valeur de 5. On
démontre que l'estimateur REML & maximise la log-vraisemblance

1 1 1 ~ ~
£(0) = —log|H| — 3 log | X"H'X| — _(y — XB)'H ' (y ~ XP)
tandis que 'estimateur du maximum de vraisemblance @ maximise la log-vraisemblance
1 1 ~ ~
L) = —glog|H| = 5y~ XB)'H (y - X3) .

Ainsi, I'algorithme du REML incorpore uniquement une modification de celui du maxi-
mum de vraisemblance.

Revenons un instant au modele de la section précédante. Si I'on considére m unités et
n observations par unité, et si 2V est une matrice bloc-diagonale faite de n x n blocs non
nuls 62V} (représentant chacun la matrice de variance-covariance des mesures faites sur une
unité), alors & V; donnée,
BVo) = (X'VIX)" Xty ly (13.13)

RSS(Vo) = (y — XB(Vo))' V7! (y — X5 (Vh))

et estimateur REML de o2 est

F(Vo) = m : (13.14)

ol p est le nombre d’éléments de S3.

L’estimateur REML de V maximise la vraisemblance

V) = —%m{nlogRSS(VO) +log (Vi) - %log(\XtV_lXD . (13.15)

Finalement, en insérant dans (13.13) et (13.14) le résultat Vo obtenu par (13.15), on
obtient les estimateurs REML

5 = B(V)

PROCESSUS STOCHASTIQUES 134



13. INTRODUCTION

et

52 = 5*(Vp) .

Nota — La différence entre L(Vp) et L£*(Vp) réside dans Paddition du terme
1log (| X*'V~1X|). La matrice X'V ~1X est une matrice p x p. Aussi la différence entre
maximum de vraisemblance ordinaire et REML est-elle importante quand p est grand.

13.2.4 Estimation robuste des écarts-types

L’idée essentielle de 'approche robuste de Iinférence concernant 3 est d’utiliser 1’esti-
mateur des moindres carrés généralisé 3 défini en (13.2) par

g = (X'WX)'X'Wy, (13.16)
en conjonction avec une matrice de variance-covariance estimée

Rw = {(XtWX)‘lXtW} % {WX(XtWX)—l}, (13.17)

ol V est consistante pour V, quelle que soit la vraie structure de covariance. Notons que
dans (13.17), 02 a été réabsorbé dans V.
Pour I'inférence, nous procédons comme si

3 ~ N(B,Rw). (13.18)

Dans cette approche, on appelle W~1! la matrice de covariance de travail, afin de
la distinguer de la vraie matrice de covariance V. Typiquement, nous pouvons utiliser une
forme simple pour W~ qui « capture » la structure qualitative de V.

Quoi qu’il en soit, un choix quelconque pour W affectera seulement 'efficacité de nos
inférences concernant (3, mais pas leur validité. En particulier, les intervalles de confiance
et les tests d’hypotheses issus de (13.18) seront asymptotiquement corrects, quelle que soit
la vraie forme de V.

Notons que les équations (13.2) et (13.3) ne changent pas si les éléments de W sont
multipliés par une constante, si bien qu’il serait strictement correct de dire que W' est
proportionnel & la matrice de covariance de travail.

Quand le modele saturé n’est pas envisageable (présence d’une covariable continue), il
n’est pas possible d’obtenir une expression explicite de ’estimateur REML de V. Dans
ce cas, on ne fait aucune hypotheése au sujet de la forme de Vj; on utilise une matrice X
correspondant au modele le plus élaboré que nous avons pu préparer concernant la réponse
moyenne ; enfin ’on obtient 'estimateur REML V{ via une maximisation numérique qui est
en (13.15).

Pour des inférences robustes concernant (3, on substitue dans (13.17) V et on utilise
(13.18). Si Pon désire tester des hypotheses linéaires concernant 3, on peut utiliser I’ap-
proche standard du modele linéaire général. Ainsi, si 'on désire tester ’hypothese Q3 = 0,
ol ( est une matrice ¢ X p avec ¢ < p, on déduit de (13.18) que

QBw ~ N(QB, QRwQ").
Une statistique est alors
T = BlyQ (QRwQ") 'Qbw . (13.19)
qui suit un x2(q).
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Modele linéaire généralisé

14.1 Présentation

La généralisation consiste en deux points :

— la distribution de la composante aléatoire n’est plus nécessairement normale — elle

est cependant issue de la famille exponentielle —;
— le lien devient une fonction de lien, i.c.

n=9g(u),
avec g monotone et différentiable.
L’expression générale est
b(6;)

it —
fY(yi;9i>¢) = exp{yW

pour des fonctions spécifiques a, b et c.

+e(yi0) }

Notons 1(6;,0;y;) = log f(y;;0;,¢) = I; la contribution de la i observation & la log-

vraisemblance. On a :
yii — b(0;)

W0:;,0;9:) = —F~— +cly,®
(05,93 9i) e (Yi,9)
ol yi =V (0:)
T 90 (o)
L )
T
Théoréme 14.1 —
ol
E(TOO) = 0,
a .,
E[(afao) ] = _E(aT)g)'

ot By est la vraie valeur du paramétre.

(14.1)

(14.2)

(14.3)

(14.4)
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Démonstration
_1-
/f(y;ﬁ)dy =1
of(y; 6
= 0 = /7{%  ay
0l 10
/7%5;@’ )f(y;9)dy
ol
= E(5) .
,2,
D’aprés (14.1),
o, ol 5
Var(%) —E[(%) ]

D’autre part, en dérivant I’équation du 1,

21 -0 1 -0 0
0 = /%ﬂy;e)dy+/a Ogge(y’ )afgég ) gy
ol 5 9%l
= E[(%) | = —E(@)
= A(0) (notation) .

A(0) est la matrice d’information de Fisher.l

D’apres (14.1) et (14.3),

E(y:) = b'(6))
= p; (notation) . (14.5)

D’apres (14.2) et (14.4),
Var(y;) = b"(0:)a(6) - (14.6)

La variance se décompose en une partie ne dépendant que de 6 (et donc de la moyenne),
que 'on nommera fonction de variance et que 'on notera V' (), et une partie dépendant
uniquement de ¢. La fonction a(¢) est souvent de la forme

oll ¢, noté encore o? et appelé parametre de dispersion, est constant sur les observa-
tions, et w un poids a priori, connu donc, et qui varie d’une observation a l'autre.
0; est une fonction de p :

0; =" lg7 ()] = h(n:) = h' (1) -

Une fonction de lien pour laquelle § = 7 est appelée fonction de lien canonique.
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TABLE 14.1 — Quelques lois.

Nom Normale | Poisson | Binomiale | Gamma | Inverse Gaussienne
1
Notation N (p,0?) P(u) EB(mﬂr) G(p,v) IG(p,0%)
10) o2 1 1 v! o?
m
92
b(0) 5 e? log(14¢%) | —log(—6) —/—260
0 1 1
= E(Y G _c _= L
o) =EM;0) |0 ¢ T+ 7 N
(1) log(n) | logit() ! .
i - il
o ju I I . 2
V() 1 1 (1 — p) It It

14.1.1 Les équations de vraisemblance

Si ’échantillon est composé de n observations indépendantes, alors la log-vraisemblance

de I’échantillon est égale a

n
L(B) = ) log (yi;6:0)
i=1
D ILE
i=1
Pour obtenir les équations de vraisemblance, nous calculons
8[1 - 8ll d@z dui 8771‘
0B, 90; du; dn; 95,

En utilisant (14.1), (14.4), (14.5) et (14.6), on obtient

ol; - (yv — M)Iir O
0B, Varly) om (147
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Pour maximiser la log-vraisemblance, on annule le systéme des p équations de vraisem-

blance égal a
i (Yi — pi) i1 Opi 0
Var(y;) Oni

i=1

i :U/z xzp a,“/z -0
P Var yz om;

Ces équations n’étant en général pas des fonctions linéaires de 3, il est nécessaire d’uti-
liser des méthodes itératives afin d’estimer [3.
Déterminons maintenant les termes de la matrice d’information de Fisher :

27 . ,

(ra7) = =[5 3]

- _F |:(yi — pi)Tir Opi (yi — i) Tis Opti
Var(y;) Omi Var(y:) o

TipTis (O )2

Var(y;) <8m>

(14.8)

En généralisant ce résultat a I’échantillon, on obtient :
2
E (8 L(ﬁ))
9,005
TirTis (aui)Q
— Var(y;) \ On;

Qrs

(14.9)

La matrice d’information de Fisher est donc de la forme
A=X'WX, (14.10)

ou W est une matrice diagonale d’éléments

. 1 8#2 2
W= s (8m) . (14.11)

14.1.2 Algorithmes

14.1.2.1 Algorithme de Newton-Raphson

Cet algorithme est basé sur le developpement de Taylor, au second ordre et par rapport
a 3, du gradiant de la log-vraisemblance. Soit 3(*) la a® approximation de f3 et considérons
le développement de Taylor

il

00 g

oL 0?L .

bt _ ga)
g ‘ma) + 0pop" 1@ (8=

Q
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alors

p—p

Q

(- 5)'%
opop’/ 0B | s
= 5@ (notation).
On peut ainsi construire une nouvelle valeur estimée
platl) = gla) 4 sla)

6(@) peut constituer un critére d’arrét en stoppant I’algorithme quand §(®) est suffisam-
ment petit. Si Pon note u(® le vecteur gradiant et H(®) la matrice Hessienne calculés & la
a® itérations, on obtient la relation

Bt — gl@) _ (pla)y=1y(e)

14.1.2.2 Relation entre la méthode du scoring de Fisher et la méthode des
moindres carrés pondérés itératifs (IRLS)

Dans Dalgorithme de Fisher, la matrice Hessienne H(*) est remplacée par moins la
matrice d’information de Fisher A(® :

Blath) = gla) 4 (A(a))*lu(a) )
En multipliant les deux termes de équation par A(*), on obtient
A@glatl) — gla)gla) 4 (@) (14.12)

En utilisant (14.9), la partie de droite de (14.12) devient

L a)? n (@)y,.. \ (a
SIS s () ot 3o e ()
= "= Var( (o) \om, & Var(y) \om/ T T
ce qui peut s’exprimer sous la forme
A@ 5@ | @) = xtpy@ ()
ott W(®) est W en (14.10) évalué en B, et 2(%) est constitué des éléments
(o) 5 (a) (a)y (O )@
2 = injﬂj + (Yi — 14 )(a)
i=1 v
A\ (a)
= 04 (g — ME“))(S—ZZ) i=1,...n. (14.13)

En utilisant (14.10) pour A, (14.12) peut s’exprimer par
(th(a)X)ﬁ(aH) = xtw (e ,(a)

Ce sont les équations normales de la méthode des moindres carrés pondérés
pour résoudre un modele linéaire ayant comme variable dépendante z(*), comme variable
indépendante la matrice X, et une matrice des poids W(®. La solution des équations est

B(a“rl) (X W(a)X) Lyty(a) (a) (14.14)
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z est une forme généralisée de la fonction de lien g(u) évaluée en y :

9(yi) = g(wi) + (yi — pa)g' (1)
= i+ (¥ — lh)(gZ)

= Z;.

Ainsi, & chaque itération on calcule 2(®) et W(®) pour obtenir une nouvelle estimation
Bt de . Cette estimation permet de calculer un nouveau prédicteur linéaire n(@+1) | et
donc une nouvelle variable dépendante ajustée, ainsi que de nouveaux poids. D’oll le nom
de méthode des moindres carrés pondérés itératifs.

Asymptotiquement, l'inverse de la matrice d’information de Fisher constitue une esti-
mation de la matrice de variance-covariance de B , et par suite

Cov (B) = (X'WX)™L.

14.1.3 Simplification lors de I’utilisation d’un lien canonique

0; = g(i) = Zﬁjwz‘j -
=1

En utilisant le fait que n = X3, on obtient
8;@ o Gui
on; 00;
ob'(6;)
a0;
= b (0;)

(14.7) devient
% _ (i — )y
9B; a(¢) .
De plus, la matrice hessienne H est égale & moins la matrice d’information de Fisher :
en effet, en utilisant (14.8),

%1, _ (Ys — i) Tir (Yi — 1) Tis

003,00 a(¢) a(¢)
 Var(y)wiwis
B a(p)?

et
02l TipTis  Var(yi) o
_E —
(3505 = Varlw)' ato) )

B Var(y;) @i Zis
B a()?

Ceci implique que les algorithmes de Newton-Raphson et du scoring de Fisher sont
identiques.
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14.1.4 Ajustement

— La log-vraisemblance vaut I(u,y) = log f(y,0); le critere d’ajustement est la dé-
viance pondérée
D*(y,p) = =2[(wy) = Ly)]

qui suit un x?;
— la statistique de Pearson :
Vig)

qui est la mesure d’ajustement de Pearson.

14.1.5 Etude des résidus

Deux types de résidus sont particulierement utilisés :
— le résidu de Pearson, défini par
N A
pi = —
1 V V(i)
la, somme des carrés des résidus de Pearson est égale au x? d’ajustement de Pearson ;

— le résidu de la déviance, défini par

rp; = signe(y; — [ii)\/d; -

14.2 Données binaires

On note
P(}/l = 1—) =T .

L’objectif est de rechercher la relation entre la probabilité de réponse © = w(z), et les
covariables © = (x1,...,2p). On suppose que cette dépendance de 7 vis-a-vis des z; est
contenue dans la combinaison linéaire

P
n=g(m) = Z%ﬂj :
=1

A moins que des restrictions ne soient faites sur £, on a —oo < 1 < +00. Aussi, étant
donné que 7 est une probabilié, il faut une transformation g(m) qui transforme lintervalle
[0,1] en | — 0o, + oo[. Trois fonctions sont usuellement employées :

— la fonction logistique :
™
g(m) =log (———) ;

1—m

— la fonction probit ou fonction inverse normale :
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— la fonction log-log complémentaire :

g(m) =log ( —log(1 —m)) .

Nota — Dans la cas du modele logistique, on a bien que

o €xp (Z] xjﬁj)
L+exp(3;7;0;)

La log-vraisemblance vaut

n

(my) =Y [wilog(;=—) + mylog(1 — )] |

=1

7

ol m; est le nombre d’individus dans le groupe .

ol - " Y — M7 dﬂ-il‘*
8,67« o i1 771(]- — 7Ti) d’fh o
ol
— = XYY —-p).
a3 (Y = p)
L’information de Fisher pour § vaut
021 m; orm; Om;
_E(—2" ) =
(aﬂra[)’s) ; 777(1 - 71'1) aﬁ7 aﬁe
- m; 871'1' 2
= 2 (1 — ) (%) Tirdis

- {}tWX}

rs )’

en utilisant la forme matricielle vue en (14.10), avec

o = ot (o)

= mim(l — 7Ti) .

car
om _ Omion,
on; T on; 08,

o 87Ti

- 0B

oo (e i)
o [1 + exp (Z?:l xijﬂj)P
= xir(m—(l—m—)) .
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14.2.1 Meéthode itérative de Newton-Raphson
On se donne Bo, et l'on calcule 7y et 79. On calcule alors, & partir de ces variables,

Yi — my; dny

zi =1); +

my; d7TZ‘ '

Les estimateurs du maximum de vraisemblance vérifient
X'WXB=XWZ,

que 'on peut résoudre par itérations en utilisant la méthode standard des moindres carrés.
On obtient . )
B =(XWX) X'WZ .

Propriétés 14.1 —

E(3-5) — 0 (n — o00),
Cov(f) — (XWX)' (n— o).

La fonction de déviance vaut

D(y«) = 2[(msy) —U(7:y)]
Yi mi —Yi

= 2 log(ZL  — i) log(L = Yiy1

;{yz 08( 1) + (mi — i) log(1+—21)}
14.2.2 Méthode du scoring de Fisher
On constitue la variable dépendante ajustée (14.13)
(@ _ (e (e (9ni)@
zooo= o+ (Y- )(am)
(a) yi*miﬁi(a)

= 7’]7{ —_— Y .
mmi(a)(l — 7r§a))

Le systéme peut alors étre résolu en utilisant (14.14).

14.3 Modele linéaire généralisé a effets mixtes

14.3.1 Définition

Un GLM & effets mixtes peut se définir & partir d'un GLM de la fagon suivante. Sup-
posons que 'on ait K observations (yi,...,yx) de Y, telles que

Y=p+e,
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ol e est un vecteur de termes d’erreur de moyenne nulle et de matrice de variance-covariance
V. Considérons la part systématique n = g(u) du GLM, et définissons-la comme étant égale

N

a
n = XB+ Biby+---+ Bpb,, (14.15)

ou :
— 1 est un vecteur de dimension K x 1;
— X est la matrice de dimension K X p des covariables dont les valeurs sont connues;
— [ est un vecteur inconnu d’effets fixes, de dimension p x 1;
— By, i=1,...,n, est une matrice connue de dimension K X ¢; ;

— b, i=1,...,n, est un vecteur inconnu d’effets aléatoires et de dimension ¢; x 1.

14.3.2 Estimation des parametres

Contrairement aux GLM traditionnels ou aux modeles a effets mixtes linéaires, il
n’existe pas de méthode « standard » dans ce contexte. Nous détaillerons ’approche de
Anderson et Aitkin.

Considérons le modele (14.15) ol les B; sont des vecteurs de dimension K x 1 dont
toutes les composantes sont nulles sauf de la (> k;—1 + 1)¢ ala (D k;)° composante, et les
b; sont des scalaires. Il est clair que >, k; = K. Dans le contexte des mesures répétées,
en utilisant les mémes notations que dans la partie 3, le prédicteur 7;:, c’est-a-dire du °
sujet au temps t s’écrit

)
Nit = [meﬂj] +0i .
=1

Il est clair que ce modele comporte un seul effet aléatoire qui est constant pour un
individu donné. La conséquence est que, conditionnellement & b;, les observations y;; sont
indépendantes. Ces modeles sont dénommés modeles avec ordonnée a l’origine aléa-
toire.

On peut remarquer que si b est distribué suivant une loi normale N'(0,02) ot o2 re-
présente la composante de variance associée & b, alors le coefficient de corrélation
intra-classe p est

0.2

T 1102
La matrice D est alors bloc-diagonale avec des sous-matrices D; de type exchangeable

correlation. Notons de plus que b; = oa; ol a est distribué suivant une loi normale centrée
réduite. Dans ce cas, le prédicteur du i° sujet au temps t s’écrit

p

p
Nit = [Zﬂﬁmﬂj] +oa; .

J=1

La log-vraisemblance du modele s’exprime alors comme suit :

o) — Sl
i=1

+oo ki

[Hf(yit;ﬂag)}v(ai)dai} ; (14.16)

t=1

ot v(a;) est la fonction de densité d’une loi normale centrée réduite.
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Anderson et Aitkin montrent que les parametres 3 et o peuvent étre estimés par ' EM
algorithm. Pour utiliser cet algorithme, il est nécessaire de définir la log-vraisemblance
complete, c’est-a-dire en supposant que a est connu. La log-vraisemblance complete est
alors

n kg

(B0) = D> log[f(yi; B.o)v(as)] - (14.17)

i=1 t=1

L’EM algorithm est un algorithme itératif constitué de deux phases exécutées alternati-
vement :

— la premiére phase est la phase d’estimation de l'algorithme (E-step) ol est esti-
mée non pas la vraisemblance complete, mais 'espérance de celle-ci, et condition-
nellement aux données observées et aux estimations courantes des parametres du
modele;

— la seconde est la phase de maximisation de l’algorithme (M-step) qui consiste &
trouver les quantités 5 et & qui maximisent I'espérance de I(5,0).

En pratique, I’algorithme nécessite de résoudre des intégrales du type fj—;: f(v(a)da.
Anderson et Aitkin proposent d’utiliser une procédure d’intégration numérique par quadra-
ture de Gauss. La procédure nécessite de se fixer un nombre g de points d’intégration. On
peut alors obtenir & partir de tables ou de routines les coordonnées a, et les pondérations
A, utilisées dans l'intégration numérique.

PROCESSUS STOCHASTIQUES 146



Sixieéme partie

EQUATIONS D’ESTIMATION
GENERALISEES

147



15

Quasi-vraisemblance

15.1 Vraisemblance marginale

Il s’agit d’éliminer les parametres de nuisance. Si 6 est le parametre d’intérét et 8 celui
de nuisance, on élimine 3 de la vraisemblance en travaillant avec ’ensemble de contrastes

R = (I-Px)Y
= (I-XxX'X)"'xY)Y,

de moyenne nulle et dont la distribution ne dépend pas de (.

15.2 Vraisemblance conditionnelle

On utilise la densité conditionnelle de Y sachant le parametre d’intérét.

15.3 Quasi-vraisemblance

On suppose que les composantes du vecteur Y sont indépendantes, de moyenne u et de
matrice de covariance o2V (1), ott 02 est inconnu et V(1) connue. Le parametre d’intérét 3
se rattache a la dépendance de p vis-a-vis des covariables z. Peu importe la nature de cette
relation : nous noterons simplement p(3). 02 est supposé constant — i.e. ne dépendant pas
de . Puisque les composantes de Y sont supposées indépendantes, la matrice V(u) doit
étre diagonale :

V(p) = diag{Vi(p),...,Va(p)} .

On suppose de plus que V; (1) ne dépend que de la ¢ composante de p :

V() = diag{Vi(u1), -, Valpa) } -
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15. QUASI-VRAISEMBLANCE

On considére une unique composante de Y. D’apreés ce qui précede, la fonction

U = uY)
Y —p

a2V (1)
- Yi — s

2 5V ()

a les propriétés de log-vraisemblance (14.3) et (14.4) :

EU) = 0,
Var(U) = 02‘},(”),
ou 1
_E(au) T2V

Définition 15.1 — L’intégrale

B
Quy) = /y UygTé)dt ,

si elle existe, est la fonction de quasi-vraisemblance de i, basée sur la donnée y. Cest
en réalité la fonction de log-quasi-vraisemblance.

Puisque les composantes de Y sont indépendantes, la quasi-vraisemblance complete vaut

Quy) = ZQi(Mz‘;yi) :
i=1

Définition 15.2 — La fonction de quasi-déviance est

D(y;p) = —20%1Q(1;y) — Qy; v)]
H Yy — t
9 /y T

qui est indépendante de o2.

L’objectif est de maximiser ), ou encore d’annuler les dérivées premieres U(f3) de @
par rapport & (. Il est nécessaire de calculer

0Q; _ 0Q; Ou;
6ﬁr B 6/-% 657“
= UD;,
. 5212 Op;
avec D matrice n X p, d’éléments D,,. = 95,
Exprimé sous forme matricielle, le systérrne a résoudre est de la forme
1 _
U(B) = —D'V() "' (Y =) , (15.1)
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qui est appelée fonction de quasi-score.

U (B)
0

La matrice de covariance de U(f), qui est aussi E(7>, est

s

1
i = PDtv*D . (15.2)

Pour les fonctions de quasi-vraisemblance, cette matrice joue le méme role que 'infor-
mation de Fisher pour les fonctions de vraisemblance ordinaire.

Théoréme 15.1 — On suppose que :
(i) la dérivée troisieme de p(0) existe;
(i1) les 8 premiers moments de la distribution de Y existent;

(i1i) ig/n converge vers une matrice définie positive quand n tend vers linfini.

Alors A A 1
8 = N(8, g) .

Théoréme 15.2 — Soient deux hypothéses Hy et Hg emboitées, avec dimA < dimB.
Alors, sous H 4, la différence en déviance

D(ﬂBvﬂA) = D(yaﬂA) - D(yaﬂB)

suit asymptotiquement une loi du x? & B — A degrés de liberté.

15.4 Meéthode de Newton-Raphson

Commencant avec une valeur arbitraire Bo suffisamment proche de B, la méthode de
Newton-Raphson conduit &

R R a1 A, A R
Bi = Bo+ (Dh Vg 'Do) D§ Vgt (y — io) -

15.5 Meéthode de Fisher

Pour estimer les 3, on utilise I’algorithme de Fisher, ce qui donne ’expression
1
igl)u(a)
= @ 4 (p@ty@-1p@)-1p@ty@-1 @) (15.3)

5(a+1) — 5(@)4.

laquelle peut s’exprimer sous la forme

(D@t (@) plaglatl) — (platyyle) Z(a)y (15.4)
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ott W@ =V (@)=1 et Z(@) est une variable dépendante ajustée égale a

D@ 4 (y — M(a)) .
On peut remarquer que o2 n’intervient pas dans ’estimation des B L’estimation de o2
ne peut se faire par un calcul de vraisemblance; il est généralement estimé directement sur
I’échantillon & partir de la statistique de Pearson généralisée

S n—p & Vi)

1 S~ yi— fui
52 Yo — Hi (15.5)

15.6 Conditions d’application

Le concept de quasi-vraisemblance est utilisé dans deux types de situation :

— D’étude de modeles pour lesquels la connaissance de la distribution de Y se limite
aux deux premiers moments (en particulier lorsque V() = 1 — variance constante —
ou lorsque V(1) = p? — coefficient de variation constant)

— l’extension de la famille exponentielle naturelle par 'introduction d’'un parameétre
de supra-dispersion.

Mais le concept de quasi-vraisemblance exclue la prise en compte de corrélation entre
les observations. D’ott I'introduction, par Liang et Zeger (1986), du concept d’équations
d’estimation généralisées (GEE), qui sont la généralisation de la notion de quasi-
vraisemblance & des observations dépendantes.

Une autre limitation de la méthode de quasi-vraisemblance est que la forme de la
fonction de variance est supposée connue. Une extension, appelée quasi-vraisemblance
étendue (extended quasi-likelihood), a été proposée par Nelder (1987). Dans ce modele,
la fonction de variance est paramétrée. Les propriétés de cette méthode ont été récemment
étudiées par simulation (Nelder, 1992).
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16

Equations d’estimation généralisées

16.1 Modele

On note y;; la réponse observée chez le ¢ sujet au temps ¢, et x;; la valeur de la
j© covariable mesurée chez le i® sujet au temps t. Nous supposerons que 1’échantillon est
constitué de n sujets et que ’on observe p covariables aux temps k;. La dimension de Y est
donc égale & K =) k;, et celle de X est égale & K x p.

Les équations d’estimation généralisées (GEE) permettent de modéliser I’espé-
rance marginale de y;;, soit E(y;;) = pi. C’est une méthode qui fournit des estimations
« moyennées » sur la population. En utilisant le méme raisonnement que pour la quasi-
vraisemblance, définissons la variance de y;; et la fonction de lien reliant p;; aux cova-
riables :

Var(yit) = ¢V*(Mit)
g (n) = X'B*.

(* mesure 'effet d’une covariable sur la réponse moyenne au niveau de la population,
et non un effet individuel.
Notons

x—1, 7 * x—1, 7 1 ¢
i = {g (171'1ﬁ )7 g (mzlﬁﬁ )}
et notons A; une matrice diagonale de dimension k; x k; dont les éléments diagonaux sont
constitués par les v*(u;). Sous 'hypothese d’indépendance des observations chez le méme
sujet,

Cov (y;) =9 A; .

Le plus souvent, cette hypothese n’est guere soutenable ; on définit alors une matrice de
corrélation, dite « de travail » R;a dépendant d’un vecteur o de parametres inconnus.
Pour estimer 8*, Liang et Zeger proposent de résoudre un systeme d’équations analogues
aux équations de quasi-vraisemblance (15.1) :

Up) = ZDiV;-*(a)(yi—m) =0 (16.1)
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ou
O,
D; = 35
et
Vi(a) = ¢/A; Ri(a) VA; .

Liang et Zeger montrent que, sous les conditions d’une spécification correcte de u; et
les conditions usuelles de régularité, ﬁ* est un estimateur consistant et asymptotique-
ment gaussien de $* (n — o0). En particulier, ces propriétés sont respectées méme en
cas de mauvaise spécification de V;.

16.2 Estimation des parameétres

Pour estimer les parameétres, on alterne une phase d’estimation de §* fondé sur 1’algo-
rithme de Fischer, et une phase d’estimation de a et ¢ par la méthode des moments.

16.2.1 Estimation de (*

En utilisant les valeurs courantes des estimations a(®) et ¢(*), on en déduit en utilisant
une démarche analogue & (15.2) que

ﬁ*(a“)=B*(“)+{iD§“)t[V¢(“)( 1D<‘”}{ZD VO] - i)} (162
i=1

Dans le cas o ky = -+ = k, = k, en s’inspirant de (15.3), I’équation ci-dessus peut
s’exprimer sous forme matricielle

(A@ W@A@) gt - AW Z@ (16.3)

16.2.2 Estimations de a et ¢

Pour estimer a et ¢, on utilise, comme dans le cas de la quasi-vraisemblance, les résidus
de Pearson définis pour le ¢ individu par

po o= SH (16.4)

¢ se définit de fagon analogue & (15.4) par
. nRR
¢ = %nl l; . (16.5)
i=1 i

Pour estimer «, 'approche générale consiste consiste & utiliser des fonctions simples
concernant les termes de covariance des résidus, de la forme

"L it
A wul v
Rm,:gi.

n
=1 p
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Plusieurs formes de matrices de variance-covariance peuvent étre spécifiées, la plus
simple étant la matrice identité (dans ce dernier cas, I'estimation de 3 est identique & celle
de I'estimation sous hypothese d’indépendance des observations, & ’exception toutefois de
la variance. . . ceci sera vu un peu plus loin). Une autre possibilité est de supposer la matrice
de corrélation connue et d’en spécifier les coefficients. A Popposé, on peut considérer la
matrice de corrélation comme inconnue et estimer ses composantes qui sont de la forme

Nous verrons plus loin quelques formes courantes de matrices de corrélation.

16.2.3 Estimation de la variance de ﬁ*

En utilisant (15.2), une estimation naive de la variance de §* est fournie par

0]
S A VO )] Al

Cov (8%) =

Liang et Zeger montrent que

Vi = Mg MM, (16.6)
ol
n ~ A ~
MO = AE‘/i_lA’La
=1
My = YAy i)y — ) VA
=1

Vj. est consistante méme lorsque Cov (y;) # V;.

16.3 Différentes matrices de travail R(«)

Quelques matrices de corrélation sont présentées en fin de chapitre.
» La premiere famille est la famille des matrices de corrélation non stationnaire d’ordre
m. Elles s’écrivent
1 st u=w
R(@)uy =R Qup si Ju—v|<m

0 si jJu—vl>m
Chaque &;; peut s’exprimer par

n

A TiuTiv
Q5 = B —

i=1 d)(n - p)

» La deuxieme famille est celle des matrices de corrélation stationnaires d’ordre m.
Notons ¢ = |u — v|. La matrice de corrélation est ici égale &

1 si t=0
R(@)uyy =14 a si t<m
0 si t>m
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et une estimation de &;; peut s’exprimer par

k—t &
~ w,u+t
Qar = Z k—t
u=1

» Une autre possibilité est de considérer o comme étant le méme pour tout couple
(u,v), u # v (cas d'une exchangeable correlation). Liang et Zeger proposent d’estimer « par

Z?:l Zu>v fiu’ﬁiv
O3y ski(ki—1)—p

dg:

Toutes ces matrices peuvent s’exprimer sous la forme
. T(a
R(a) = (A ) , (16.7)
¢
out T'(«) est une matrice qui ne dépend pas de ¢. La conséquence en est alors que le terme
¢ disparait dans expression de V;, ce qui entraine que les estimations de §* et Var(4*) ne
dépendent plus de ¢.

» La derniere famille de matrices de corrélation est constituée par les matrices tradui-
sant une corrélation autorégressive d’ordre 1. La corrélation entre deux mesures est alors

de la forme
a|u—v| .

On peut estimer « par la moyenne des coefficients de corrélation calculés sur chaque
série. Il faut noter que dans cette situation, R(&) n’est pas décomposable suivant (16.7), car
il fait intervenir ¢ & la puissance —|u — v|. En revanche, cette situation s’accommode bien
d’un nombre variable de mesures, ainsi que d’intervalles non constants entre les mesures.

1 0 0 0 O 1 Q12 (13 (14 Q15
01 0 0 O 12 1 Q23 Qg4 (95
0 0 1 0 O Q13 (93 1 34 Q35
000 10 a1g qog a3z 1 ags
0 0 0 0 1 15 Qg5 Q35 Q45 1
independance unstructured
1 Q12 (13 0 0 1 a1 Q2 0 0
12 1 Qo3 (24 0 (651 1 (651 (65) 0
a1z a3 1 aszg ass as a1 1 a1 ap
0 Q24 Qi34 1 Q5 0 Qg 1 a1
0 0 Q35 Q45 1 0 0 Qo Q7 1
not stationnary (order 2) stationnary (order 2)
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3]
w

4

1l o a a « 1 a o o «
a 1l a a « a 1 a o o
a a1l a « a2 a 1 a o
a a a 1 « a® a® a 1 a
a a a a 1 ot o a® a 1
exchangeable correlation autoregressive (order 1)

FI1GURE 16.1 — Quelques matrices de travail.

16.4 Extensions des GEE

Plusieurs développements autour de la méthodologie GEE ont été proposés. Thall et
Vail (1990) et Paik (1992) ont développé des modeles ol la matrice de variance-covariance
peut étre paramétrée par des covariables. Paik montre que 'ignorance d’une hétérogénéité
de la variance (par exemple un phénomene d’hétéroscédasticité en fonction du temps) se
traduit par une perte d’efficacité pour ’estimation des (5.

Rotnitzky et Jewell (1990) construisent des tests de signification de type test du score
ou test de Wald dans le contexte des GEE. Ils proposent également un test ajusté basé sur
la déviance calculée sous '’hypotheése d’indépendance des observations.

Citons enfin Darticle de Zeger, Liang et Albert (1988) qui expose un modele de type
subject-specific & partir de la méthodologie des GEE.
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